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2 Vorwort zur 2. Auflage

Vorwort zur 2. Auflage

In dieser kleinen Formelsasmmlung sind wichtige Formeln von der klassischen Finanz-
mathematik bis zu Derivaten aufgefiihrt. Beweise und Zahlenbeispiele zu den Formeln fin-
den Sie im Lehrbuch , Praktische Finanzmathematik” [6]. In dieser 2. Auflage sind Quer-
verweise auf dieses Lehrbuch sowi e einige kleinere Erganzungen hinzugefiigt worden.

Im Gegensatz zum Lehrbuch kann die Formelsammlung bel Klausuren benutzt werden, bei
denen nur eine Formelsammlung al s Hilfsmittel erlaubt ist.

Aufgaben mit Anwendungen dieser Formeln von der einfachen Zinsberechnung Uber Kre-
ditberechnungen bis hin zu derivativen Finanzprodukten sind auch in dem Buch ,, Finanz-
mathematik — Das grof3e Aufgabenbuch® [7] enthalten.

Fir Hinwelse auf Fehler oder Ungenauigkeiten, aber auch fiir Angaben Uber Formeln, die
fehlen oder die aus dieser Formel sammlung gestrichen werden sollten, bin ich dankbar und
werde um eine schnelle Antwort bestrebt sein.

Unter http://www.eur opa-lehr mittel.de/55187.html finden Sie zu dieser kleinen Formel-
sammlung im Internet aktuelle Ergénzungen und — falls notwendig — Fehlerkorrekturen.

Andreas Pfeifer
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1 Mathematische Grundlagen

Summenber echnungen, vgl. [6] Satz 1.3.1 und Satz 1.3.2
Esgiltfirn=1,23, ...:

n
Yk =1+2+43+.+ (n-1) +n = M (1)
k=1 2
n qn+1_ )
Yak=1+a+0® +@+..+q" " +q" =17 7 frq=1 (12
k=0 n+1 fir g=1

n+1
n q -q .
qu =1 a1 far q;tll (1.3)
k=1 n fir g=1
T kg =949’ -nd” g™ _aa™ na™ L (14)
P} (a-1? (@-»* a-1
Zq :—fur|q| <1 und ZK q 4 fur lql <1 (1.5)

k=1 (1—Q)

Prozentrechnung, vgl. [6] Kap. 2.1

Das Verhdtnis zweier GréfRen P und G kann in Beziehung zueinander angegeben werden.
Dazu wird eine GrofRe G als Basisgr 6i3e oder Grundwert gewdhlit. Dieser Wert entspricht
1 oder 100%. Die andere Gréfee P heifd Prozentwert und wird in Beziehung zum Grund-

wert betrachtet: g:i oder P=G-i. (1.6)

i heif¥ Prozentsatz und wird meist mit dem Prozentzeichen (%) angegeben. Andert sich ein
Grundwert um den Prozentsatz i, heil® 1 +i Anderungsfaktor oder Steiger ungsfaktor.

Ein Prozent (1 %) bedeutet 0,01.

p=100-i heift ProzentfuR. i = l = p%. 17
Ein Promille (1 %o) bezieht sich auf 1.000, d. h., 1%o. entspricht 0,001.

Andert sich ein Prozentsatz igj¢ auf ing,, heifkt es:

Der Prozentsatz hat sich um 100 - (ing, —igt ) Prozentpunkte verandert.

1 Basispunkt (BP oder Bp) ist ein Hundertstel eines Prozentpunktes, also
1 BP = 0,01 Prozentpunkte.

Runden, vgl. [6] Ende Kap. 1

Beim Runden von Dezimalbriichen wird abgerundet, wenn die erste wegzulassende Ziffer
0,1, 2, 3oder 4ist. It die erste wegzulassende Ziffer eine 5, 6 7, 8 oder 9, so wird auf-
gerundet.
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Nullstellenberechnung

L 6sung quadr atischer Gleichungen, vgl. [6] Satz 3.2.1
Die Losungen der Gleichung ax? + bx + ¢=0 mitaz 0 sind:

—b+4 b? - dac 18

2a
Die Lésungen der Gleichung x2 + px + q=0 sind:

X127

p, (P
X125 75 * (Ej -q (p-g-Formel). (1.9

Sekantenverfahren, Regula Falsi, vgl. [6] Satz 3.2.2
Gesucht ist die Losung der Gleichung f(x) = 0. Gegeben seien zwel Werte X, und x,, die

sogenannten Startwerte. Die weiteren Naherungen werden folgendermal3en ermittelt:
f (X1

Xy =X + (X —X —r k=1,23 ... 1.10
k+2 k+1 ( k k+1) f(Xk+1)—f(Xk) ( )

Xy+2 kann auch anders dargestel It werden:
_Xk'f(xk+1)_xk+1'f(xk)“ k=123 .. . (1.12)

X =
k2 f(Xpaz) —F (X))

Unter gewissen Voraussetzungen streben die mit diesem Verfahren (Sekantenverfahren ge-
nannt) ermittelten x-Werte gegen einen Wert X mitf(X) =0.

Falls | f(Xy42) | < &, wird gestoppt und X2 @SX genommen. Haufig wird zum Stoppen
zusitzlich noch gefordert, dass| X, — Xy, | < 8 ist.

Bei einem spezidlen Sekantenverfahren, der Regula Fasi, sind beide Startwerte fur das
Sekantenverfahren so wahlen, dass die Funktionswerte f(x;) und f(x,) unterschiedliche
Vorzeichen habenl. Bei der Berechnung von x,,., in der obigen Formel ist x, durch x,_4 zu
ersetzen, fallsf(x, 1) und f(x,) die gleichen Vorzeichen haben.

Newton-Verfahren (Tangentenverfahren), vgl. [6] Satz 3.2.3
Gegeben sai die Funktion f. Gesucht ist die Losung der Gleichung f(x) = 0. Beginnend mit
einem Startwert x; gilt die Iterationsvorschrift

_ f(xx) -
Xpoq = Xp — , k=1,2,3 ... 1.12
=% ) (112
Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert diese Folge X4, X, X3, ... gegen einen Wert
X, fur den f(X) =0 gilt.
Stopp-Kriterium anal og Stopp-Kriterium beim Sekantenverfahren.

1 bamn liegt, wenn die Funktion f stetig ist, die gesuchte Ldsung zwischen x4 und X,
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2 Zinsrechnung

A. Einfache Verzinsung (auch lineare Verzinsung genannt), vgl. [6] Satz 2.2.1

Sei K das Anfangskapital, t die Laufzeit, K; das Endkapital (Endwert) am Ende der Lauf-
zeit und i der Zinssatz. i und t beziehen sich auf die gleiche Zeiteinheit. Dann gilt bel

einfachen (nachschiissigen) Zinsen:

. . . K
Endkapita: K, = Ko-(1+ t-i) Anfangskapital: K, = 1 i -,
+ e
Zinsen: Z = Kg-t-i,
Laufzeit: t :LK_O,
Ko-l
Ki—
Zinssatz: i :t—KO.
Kot
Zinstage

Ist i der Zinssatz pro Jahr, gilt: t=years(ty,t,) =

wobei years(t;,t,) die Zeit in Jahren zwischen t; undt, ist,

Jahreslange in Tagen’

2.1)
2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

t; = TLM1.J1 der Tag, der Monat und das Jahr des ersten Datums (Anfangsdatum) und

t, = T2M2.J2 der Tag, der Monat und das Jahr des zweiten Datums (Enddatum).

Die Anzahl der Zinstage und die Jahresldnge in Tagen héngen von der gewéhlten Zinstage-

Methode ab. Gebréuchliche Zinstage-Methoden sind:

Zinstage- Berechnung
Methode
Unabhangig von der tatsachlichen Lénge des Monats hat jeder Monat
30 Tage und das Jahr 360 Tage. Bei Monaten mit 31 Tagen ist der 31.
30E/360 kein Zinstag.
(= (J2—- 1) - 360+(M2—M1) - 30+ min{T2,30} — min{T130} (269)
360 '
Ahnlich wie 30E/360. Sei T2* =30, fallsT2 =31 und (T1 = 30 oder
T1=31), andernfalls T2* =T2.
30/360 T
(J2-2)-360+(M2—M1)-30+T2*—min{T130}
t= (2.6b)
360
actual/360 caldays(tq,t5)
(taggenau/360, | t=—— 2 (260)
Eurozins-Methode)

1 Achtung: In mancher Literatur wird diese Berechnung nur bei der Bezeichnung ,,einfache Zinsen*

verwendet. Bei der Bezeichnung, lineare Zinsen® wird das Anfangskapital mit der Formel

Ko = Kt - (1 - t-i) berechnet (= kaufmannische Diskontierung).
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actual/365 caldavs(t, t

(taggenau/365, t :M (26d)
englische Methode) 365

actual/actual

nach ICMA oder |t= caldays(ty, t5)

ISMA Anzahl der Kuponzahlungen pro Jahr - Tage der Kuponperiode
actual/actual Sei By, der Beginn des Jahresk, also der 1.1. des Jahresk

(kalender- caldays(ty, t,)

jahrlich) Fir J1=32:t = . , (2.6f)
(taggenau- caldays(B 1, B j141)

kalenderjahrlich) andernfalls:
t = Bruchtell des Sartjahres
+ Anzahl der ,vollen* Jahre + Anteil des Schlusgahres
- caldays(tl_, Bun) | p_jo14 caldays(B.Jz,tz) ,
exakte Tage im Jahr J1 exakte Tage im Jahr J2
wobei By < t; < By 1< Bp<t,<Bpyy

caldays(t,, t,) ist die exakte Anzahl der Kalendertage vom Anfangsdatum t; bis zum End-
datumt,. min{x, y} gibt den kleinsten Wert von x und y an.

Achtung:
Oftmals wird statt years(t,, t,) kurz t,—t; geschrieben, wenn t;,t, e R.

Die obigen Zinstage-Methoden werden nicht nur bel linearer Verzinsung, sondern auch bel
den anderen Verzinsungsarten (bel exponentidler, stetiger usw. Verzinsung) angewandt.

Bei der Zinstage-Methode mit 360 Zinstagen pro Jahr gilt:

Zinsen = E , wobei
ZD

Zinszahl ZZ = w 360
100

und Zingdivisor (Zingteller) ZD :T.

Geschéftstage-M ethoden (Feier tagsr egelung)

Néchster Tag (following, f): Nachster Bankarbeitstag wird genommen.

Modifizierter néchster Tag (modified following, mf): Néchster Bankarbeitstag, wenn die-
sar innerhalb des gleichen Kalendermonatsist. Sonst: vorhergehender Bankarbeitstag.

Vorhergehender Tag (preceding, p): Vorhergehender Bankarbeitstag.

Modifizierter vorhergehender Tag (modified preceding, mp): Vorhergehender Bankar-
beitstag, wenn dieser im gleichen Kalendermonat liegt. Sonst: néchster Bankarbeitstag.

Bei manchen festverzindichen Wertpapieren ist es Uiblich, dass nur der Zahlungstermin ad-
justiert wird; die Zahlungshéhe wird mit dem urspriinglichen Zahlungstermin berechnet.
Diese Vorgehensweise wird durch die Angabe unadjusted, unver @ndert oder fix gekenn-
zeichnet. Beispid: unadjusted following.
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B. Exponentielle Verzinsung (auch Verzinsung mit Zinseszinsen, diskrete Verzinsung
oder geometrische Verzinsung genannt), vgl. [6] Satz 2.3.1

Sel i der Zinssatz pro Zinsperiode. Bei Zinseszinsen filhrt ein Kapital K nach t Zinsperio-

den auf ein Endkapital von

Ke=Kg-(1+i) (Zinseszinsformel), (2.7)

fur den Barwert ergibt sich:
_ Kt
Ko=GiF" (2.9)

fur die Laufzeit t gilt bel gegebenem Zinssatz, Anfangskapital und Endkapital :

T in@r) @9

fur den Zinssatz, der notwendig i<, bei gegebener Laufzeit und gegebenem Anfangskapital
ein bestimmtes Endkapital zu erhaten, gilt:

i=t/ﬁ—1, (2.10)
Ko

t Laufzeit = Zahl der Zinsperioden (te IN, kann formal erweitert werden auf te IR),
Ko Anfangskapital, Gegenwartswert oder Barwert,

K Endkapital, Endwert, Zeitwert oder kurz Wert nach t Zinsperioden,

1+i  Zinsfaktor (wird oft auch mit q bezeichnet) oder Aufzinsungsfaktor,

(L+i)" Aufzinsungsfaktor bei exponentieller Verzinsung (fir t Perioden),
Diskontierungsfaktor (Abzinsungsfaktor) bel exponentieller Verzinsung,

@+it
auch mit d(0, t) bezeichnet, vgl. Forme (3.5).

Naherungsformel fir Verdopplung des Kapitals, vgl. [6] Satz 2.3.2
Ist der Zinsfuld p, so verdoppelt sich bel Zinseszinsen ein Kapital in ca. 70/p Zins-
perioden (i = p/100). (2.11)

Endkapital und effektiver Zinssatz bei ver schiedenen Zinssatzen, vgl. [6] Satz 2.3.3
Ist i) der Zinssatz in der k-ten Zinsperiode, wéchst ein Kapital K bei Zinseszinsen in t
Zinsperioden (te IN) auf den Endwert

Ki= Ko-(L+ip)-(L+iy) - -(1+1y. (2.12)
Der Zinssatz i pro Zinsperiode, der bei konstanter Verzinsung gezahlt werden muss, um
zum gleichen Endkapital zu gelangen, betragt:

i =@+ig) @+in)-... - @+ip) -1 (2.13)
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C. Vorschiissige Verzinsung, vgl. [6] Satz 2.4.1
Sdi i, der Zinssatz pro Zinsperiode. Dann gilt fur den Endwert nach t Zinsperioden

K= Ko bei Zinseszinsrechnung mit vorschiissiger Verzinsung, (2.14)
@-iy)
K . . . .
K= : to' bei vorschiissiger einfacher Verzinsung. (2.15)
- .I v

D. Gemischte Verzinsung (jahrliche Verzinsung, innerhalb desJahreslineare Zinsen),
vgl. [6] Satz 2.5.1
Bei einem Anfangskapital von K, einer gesamten Laufzeit von t Jahren und einem jéhr-
lichen Zinssatz i betrégt der Endwert bel der gemischten Verzinsung:
Ke=Ko-(14i-ty)- @+)N-(1+i-t,)  mit t=t; +N+t,, (2.16)
wobel t; Laufzeit biszum Jahresende, N Anzahl der folgenden ganzen Jahre,
t, Laufzeit vom "letzten" Jahresende bis zum Laufzeitende.

E. Unterjéhrige Verzinsung, vgl. [6] Satz 2.6.1 und Satz 2.6.2

Sel i der (nominelle) Zinssatz, der auf ein Jahr bezogen ist, und m die Anzahl der (gleich

langen) Zinsperioden pro Jahr (d. h. unterjéhrige Verzinsung mit dem Zinssatz i).

(i) Der Zinssatz pro Zinsperiode betrégt i/m (= relativer unterjdhriger Zinssatz, relativer
Periodenzinssatz oder nur Periodenzinssatz).

(if) DasEndkapital einer einmaligen Anlage K, ist nach t Jahren:

i t-m
Ki=Kp (1+ —j . (2.17)
m

(i) Fur den zum nominelen Zinssatz i gehdrigen aquivalenten Jahreszinssatz (= effektiver
Jahreszing) i gilt:

[ =(1+LmJ -1 bzw. i =m- (Yl+igs —1). (2.18)

F. Stetige Verzinsung (auch kontinuierliche Verzinsung genannt), vgl. [6] Satz 2.7.1
Bei stetiger Verzinsung mit dem Jahreszinssatz i gilt fir den Endwert nach t Jahren:

Ky =Kgeé'st (2.19)

G. Vergleich verschiedener Verzinsungen, vgl. [6] Satz 2.8.1
(i) Zwischen dem Zinssatz i bei stetiger Verzinsung und dem Jahreszinssatz i bei exponen-
tieller Verzinsung gilt, wenn beide Verzinsungsarten zu den gleichen Endwerten fuhren:

1+i=¢€s oder i=¢s—1 oder ig=In(1+i). (2.20)
(i) Sel der Zinssatzi > 0, te IR Dann gilt:

1+it < @+ for t=1 und 1+i-t > (1+i) fir 0<t<1.  (221)

@+t < &t furt=0. (2.22)
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3 Aquivalenz, Verzinsung und K apitalwert

Zwel Zahlungsstrome (Leistung und Gegenleistung oder Zahlungsstrom 1 und Zahlungs-
strom?2) kdnnen miteinander verglichen werden, wenn alle auftretenden Zahlungen auf
einen Zeitpunkt (= Bezugszeitpunkt oder Stichtag) auf- bzw. abgezinst werden. Auf- und
Abzinsung hdngen von der gewéhlten Verzinsungsmethode ab. Der verwendete Zinssatz
heil¥ Kalkulationszinssatz. Die Summe aller auf- bzw. abgezinsten Zahlungen heil Wert
eines Zahlungsstroms, vgl. auch Formel (3.4). Der Zinssatz (pro Jahr), bei dem zwei be-
stimmte Zahlungsstrome zu einem bestimmten Zeitpunkt den gleichen Wert haben (= aqui-
valent sind), heil3 effektiver Jahreszins, Effektivzins(satz), Rendite oder interner Zinssatz.

Aquivalenz bei exponentieller Verzinsung, vgl. [6] Satz 3.1.1
Bei exponentidler Verzinsung sind zwel Zahlungsstréme zu jedem Bezugszeitpunkt
aquivalent, wenn sie an einem beliebigen Zeitpunkt aquivalent sind. (3.)

Effektivzinsiy; nach Preisangabenver or dnung (PAngV) in Deutschland,
genannt effektiver Jahreszins, vgl. [6] Kap. 3.3C

moA n R

AT . N (3.2)
. t - '

kLtigr )% Flrig)]

k laufende Nummer der Auszahlung des Darlehens oder Darlehensabschnittes,

m Nummer der |etzten Darlehensauszahlung,

A Betrag der k-ten Auszahlung des Darlehens,

tx in Jahren oder Jahresbruchteilen ausgedriickte Zeitraum zwischen der ersten Darlehens-
auszahlung und dem Zeitpunkt der k-ten nachfolgenden Auszahlung, t; = O,

j laufende Nummer einer Riickzahlung,

n Nummer der letzten Riickzahlung,

R; Betrag der j-ten Riickzahlung (Tilgung, Zins oder Kosten),

t'; in Jahren oder Jahresbruchteilen ausgedriickte Zeitraum zwischen dem Zeitpunkt der er-
sten Darlehensauszahlung und dem Zeitpunkt der j-ten Rickzahlung.

Zugrunde gelegt werden fir das Jahr 365 Tage, 52 Wochen oder 12 gleich lange Monate.
Der 30. eines Monats mit 31 Tagen bzw. der 28. Februar (auch im Schaltjahr) wird als Mo-
natsende angesehen. Wenn die Zeitspanne zwischen zwei Zahlungszeitpunkten sich nicht
auf einen vollen standardisierten Monat oder auf Vielfache von vollen standardisierten Mo-
naten zurlckfihren lasst, werden zur Laufzeitberechnung zunéchst volle standardisierte
Monate in Ansatz gebracht; der dann am Ende noch verbleibende Rest wird als Bruchtell
eines Jahres mit 365 Tagen hinzugefigt. Vom 30.12.2011 bis zum 8.2.2012 sind es somit
einen Monat und 8 Tage, also 1/12 + 8/365 Jahre. Nach der PAngV wird der ergte Tag nicht
mitverzing. Der effektive Jahreszins (in Prozent) ist auf zwei Dezimalstellen zu runden.

Effektivzinsiy; nach BraessFangmeyer, vgl. [6] Satz 3.3 A
Bezugszeitpunkt ist der Zeitpunkt der letzten Zahlung; der gebrochene Laufzeitantell wird
an den Anfang der Gesamtlaufzeit gelegt. Jéhrliche Verzinsung, unterjdhrig linear. (3.3
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Barwertber echnung, vgl. [6] Satz 3.5.1
Gegeben sai ein Zahlungsstrom mit Zahlungen Z, zu den Zeitpunkten t, > t;, k =1, .., n.
Dann ist der Barwert zur Zeit t; die Summe der diskontierten Zahlungen:

n
PV => 27, -d(tg,ty) (34
k=1
mit den Diskontierungsfaktoren

e_ito,tk -years(tg, ty)

(1+i toti )—years(to,tk)
1
I+iyy, - Years(to, ty)

bel stetiger Verzinsung

d(tg,ty) = bei exponentidler (oder diskreter) Verz (3.5)

bel einfacher Verzinsung

wobei ito’ " der Zinssatz (= Spot-Rate) fur Anlagen von t, (= heute) bis zur Zeit t, ist.

Zinsbetrag, vgl. [6] Satz 3.5.2
Fir den Zinsbetrag einer Kapitalanlage in Hohe von Kto in der Zeitvon tg bist (t>ty) gilt:

Zinsbetrag = Ky -[d(to, t) " - 1]. (3.6)

Impliziter (oder fairer) Forward-Zinssatz (Forward-Rate, Terminzinssatz), vgl. [6]
Satz 3.5.3

Fir den impliziten (oder fairen) Forward-Zinssatz itl’ |t (ty < t; < t5) bei gegebenen
Spot-Rates iy, ¢, undiy, ¢, gilt:

Bei exponentieller Verzinsung:

A+iy )years(to,tz)
0:'2

i = years(ty,tp) -1, (3.7
t1,12]10 1+ ito'tl)years(to.tl)
bel linearer Verzinsung:
) 1+ years(tg,ty)-i
Ity to(tg = 027 Jolz _q]. 1 (3.8)
’ 1+years(to, ty) ity 1y years(ty, t7)

und bel stetiger Verzinsung:
years(tO’tz) : ito,tz - yearth’tl) . ito,tl

i = . (39
1w f2[to years(ty, to)
Impliziter (oder fairer) Forward-Diskontierungsfaktor, vgl. [6] Satz 3.5.4
Fir den impliziten (oder fairen) Forward-Diskontierungsfaktor gilt:
d(tg,t .
d(ty, ty | to) = o.ta) g o<t <t,. (3.10)
d(to,t1)

Zur Berechnung der Diskontierungsfaktoren vgl. Formd (3.5)
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Investitionsrechnung vgl. [6], Kap. 3.4

K apitalwertmethode

Der Nettobarwert (Nettokapitalwert oder kurz Kapitalwert) der Uberschiisse (Abkiirzung:
NPV fiir net present value) einer Investition ist der Barwert samtlicher Uberschiisse, d. h.
bei exponentidler Verzinsung:

N N
NPV() = ) U'fk = U'fk
k=0 (1+1) k=1 (1+1)
NPV(i) Nettobarwert, Kapitalwert der Uberschiisse;
i Kalkulationszinssatz, Opportunitatszinssatz;
N Investitionsdauer = Laufzeit in Jahren;
Uy = E- Ay = Einzahlungen minus Auszahlungen zum Zeitpunkt k (3.12)
= Uberschuss zum Zeitpunkt k, k=0, 1,2, ..., N;
(Die Werte fur U, sind negativ, wenn die Auszahlungen tiberwiegen.)
Ko bendtigtes Anfangskapital = Ey- A,

Eine Investition ist vorteilhaft, wenn NPV(i) > 0.
Eine Investition ist unvorteilhaft, wenn NPV (i) < 0.

Ko, (3.11)

Bei zwel Investitionen wird digenige Investition als vorteilhafter nach der Kapitalwert-
methode bezeichnet, die den hdheren Kapitalwert besitzt.

Interne ZinsfuRmethode

Der Zinssatz, bei dem der Kapitalwert der Uberschiisse, vgl. (3.11), einer (3.13)
Investition null betragt, heil3t interner Zinssatz (oft bezeichnet mit IRR,

internal rate of return).

Bei mehreren moglichen Investitionen wird derjenigen Investition der Vorzug gegeben, die
den héchgen internen Zinssatz besitzt.

Annuitatenmethode

Eine Investition it nach der Annuitdtenmethode vorteilhaft, wenn die Annuitét A (genannt
Gewinnannuitét oder Uberschussannuitét) groRer null ist. Der durchschnittliche Perioden-
Uberschussist die Annuitét.

i J U
1-(1+) N So@+iK
Bei mehreren mdglichen Investitionen wird derjenigen Investition der Vorzug gegeben, die
die héchste Gewinnannuitét besitzt.

A =

(3.14)
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4 Rentenrechnung

Konstante Rente, vgl. [6] Satz 4.2.1

Voraussetzungen: Die Rentenperiode ist gleich der Zinsperiode, d. h., die Periodenanfénge
bzw. die Periodenenden sind die Zinskapitalisierungszeitpunkte. Es seien i der Zinssatz pro
Periode und r die Hohe der Rente, die n-mal gezahlt wird.

(i) Nachschiissge konstante Rente:

r r r r r Zahlungen
] — > (4.2)
% 1 2 3 n-1 ? Zeit in Zingperioden
Bezugszeitpunkt Bezugszeitpunkt
fur Rentenbarwert fur Rentenendwert
N
Rentenendwert R, = r~M:r-sn, (4.2
%/—/
=Sh
_ =N
Rentenbarwert R = Rn _,.1 (lTLI) =r-ay, (4.3
@@$+i" . .
=ap
In(l'Rn +1j In(l—ﬁi)
r
Laufzeit (in Zinsperioden) n=———~ bzw. n=——— (4.9
In@+1i) In(L+1i)
(if) Vorschissige konstante Rente:
r r r r r Zahlungen
—t ] — >
% 1 2 3 n-1 % Zeit in Zinsperioden
Bezugszeitpunkt Bezugszeitpunkt
fur Rentenbarwert fir Rentenendwert
AN
Rentenendwert R, =r~(1+i)~w, (4.5)
i
an N n1-n
Rentenbarwert R, = Rn =r. 1 -(1+|,) 1_a+0) (_1+|) , (4.6)
()" @™ '
. R
‘R i——0.j
|n(1+ :IL .n ) In[1+| r |]
&bzw. n=1-——=. (47

Laufzeit (in Zinsperioden) n =
( . ) In@+i) In@+i)
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Ewige Rente, vgl. [6] Satz 4.4.1 und 4.4.2

Voraussetzungen: Die Rentenperiodeist gleich der Zinsperiode, d. h., Periodenanfénge bzw.
Periodenenden sind auch Zinskapitalisierungszeitpunkte. i ist der Zinssatz pro Periode.

Die erste Rentenzahlung ist r, wobei bei einer vorschiissig zahlbaren Rente diese Zahlung
sofort, bel einer nachschiissig zahlbaren Rente eine Zinsperiode spéter erfolgt.

(i) Konstante ewige Rente:
Der Barwert einer ewigen, nachschiissig zahlbaren Rente betrégt:
Ry = L 4.8
i

Der Barwert einer ewigen Rente mit vorschiissigen Zahlungen betrégt:
r- (1+i)
Ry = —0
(ii) Dynamische ewige Rente:
Die Rentenzahlung wird nach jeder Zinsperiode um den Faktor (1 + s) erhéht.
Der Barwert einer ewigen, nachschiissig zahlbaren dynamischen Rente ist:
Ro=——. (4.10)
i-s
Der Barwert einer ewigen, vorschiissig zahlbaren dynamischen Renteist:
(A+i)-r
i—s
wobel jeweilss<i gelten muss.

(4.9

RO:

: (4.12)

Rentenendwert, wenn Rentenperiode kleiner als Zinsperiode (unterjahrige Rente),
vgl. [6] Satz 4.5.1

Der Rentenendwert einer nachschiissigen bzw. einer vorschiissigen Rente der Hoher, dien
Zinsperioden lang jeweils m-mal pro Zinsperiode gezahlt wird, betragt bei einem Zinssatz i
(pro Zinsperiode), wenn innerhalb der Zinsperiode mit linearen Zinsen gerechnet wird:

@+ -1

R,=re |

, (4.12)

1)
wobel re=r [m + (m—gl)l} (konforme) Er satzrente heiflt. (4.13)

Das negative Zeichen bel £ gilt fir eine nachschiissige, das positive Zeichen fur eine vor-
schiissige Rente. Bei nachschiissigen Zahlungen:

re re re re
ror rr r ror
.. >
-1 n
Zeit in Zinsperioden
(Bei vorschiissigen Zahlungen sind die Raten r um eine Rentenperiode nach links verscho-
ben.)

Sind der Rentenendwert, der Zinssatz und die Laufzeit gegeben, gilt fir die Rater, die m-

r
l .
2 n
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mal pro Zinsperiode gezahlt wird:
_ Ry i

= _ . (4.12)
[m+(mzl)l j @+ -1

Sind der Rentenendwert, die Rate und die Laufzeit gegeben, gilt flr die Laufzeit nin Zins-
perioden:

R,

n= T, . (4.15)

In 1+

Wird zu Beginn der n Zinsperioden zusétzlich zu den Rentenzahlungen r eine eéinmalige
Zahlung K, geleistet, betrégt beim Zinssatz i der Rentenendwert

1+ -1

Ry, = Ko+ + rg
!

(4.16)

wobei r,die Ersatzrente aus (4.13) ist.

Rentenendwert einer jahrlich geometrisch wachsenden unterjahrig gezahlten Rente,
vgl. [6] Satz 4.5.2

Folgende Rentenzahlungen mit Steigerungen sind gegeben: Es werden auf ein Konto n
Jahre lang m Raten im Jahr jewells in Hohe r gezahlt. Jéhrlich werden die Raten um den
Steigerungssatz s erhoht. Nach den n Jahren werden keine weiteren Raten mehr gezahit,
sondern das Kapital wird auf dem Konto weitere n* Jahre belassen und verzing. Am Ende
der n* Jahre wird das Kapital einschliedich eines Bonus in Hohe des Bonussatzes b aus-
gezahlt. Der Bonussatz wird nur auf die Summe der eingezahlten Rentenbetrége gezahlt.
Das Kapital wird jahrlich mit dem Zinssatz i verzinst; innerhalb des Jahres wird mit linea-
ren Zinsen gerechnet.

roor(l+s) r(1+s)? r(1+9™2 r(l+g+1 Zahlungen (bei m= 1)
| | | | | | S

I I I I I I I

0 1 2 3 n-1 n n+n* Zetin Jahren

Der Rentenendwert nach n Jahren betrégt dann:
. A+s)" —@+i)"

o , fals s#i
R, = S—i (4.17)
re (1+5) " n, falls s=i
mit e = r{m+(m_1)l} bzw. rez{m+w} (4.18)
2 2

bel nachschiissiger bzw. bel vorschiissiger Rentenzahlung.



4 Rentenrechnung 15

Insgesamt werden Rentenzahlungen in der Summe von

+9" -
rm(1 ) 1

7= , fdlss#0

(4.19
rmn, fals s=0
geleistet. Nach weiteren n* Jahren wird noch ein Bonus auf die eingezahlten Betrége ge-
zahlt (mit Bonussatz b), so ergibt sich ein Endwert einschliefdlich Bonus Rg .+ Von
Rg e = Ry(1+ D™+ bZ. (4.20)

Sel i* derjenige Zinssatz, der bei gleichen Einzahlungen — aber ohne Bonudeistung — zum
gleichen Endwert fihrt. Dann gilt:

+1)-i* M @+i%)" “ .

Rsnm*:r[w(m_zl)l }(“S) @ qvinyw, seir,  (a20)
y S—i*

wobei m — 1 bei nachschiissiger und m + 1 bei vorschiissiger Zahlungsweise gilt.

Rentenendwert einer jahrlich arithmetisch wachsenden Rente

r r+b  r+2b r+(n-2)b r+(n-1)b Zahlungen
| | | | | | >
I I I I I I
0 1 2 3 n-1 n Zeit in Jahren

Wird jahrlich nachtréaglich die Rente r gezahlt und die Rente jéhrlich um den Betrag b er-
hoht, betragt der Rentenendwert bei unterjéhrig linearer Verzinsung nach n Jahren:

@+)"-1 | @+i)"-1-n-i
- +b- > .

Rp=r- (4.22)

! i
Wird in der obigen Formel fir r das r, aus Formel (4.18) und fir b das entsprechendes b,
eingesetzt, ergibt sich der Rentenendwert bei unterjéhrig m-mal gezahlter, jahrlich arithme-

tisch wachsender Rente.

Rentenwert einer konstanten Rente, wenn Rentenperiode gr 6Rer als Zinsperiode, vgl.
[6] Satz 4.6.1

Gegeben sai eine Rente, die n-mal nachschiissig gezahlt wird. Zwischen jeder Rater liegen
jeweils m gleich lange Zinsperioden. Der Zinssatz pro Zinsperiodeisti.

r r r Rentenzahlungen
4t >

0 1 2 m 2m n-m Zeitin Zinsperioden

Der Rentenendwert nach n Rentenperioden (also zum Zeitpunkt der |etzten Rentenzahlung)
und der Rentenbarwert betragen:

_ @™ -1 R, = Q1@ ™

R .
@+i)™ -1 @+i)™ -1

(4.23)

n
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5 Abschreibung

Lineare Abschreibung, vgl. [6] Satz 5.2.1
Es seien K, die Anschaffungskosten und K der Restwert nach N Jahren. Bei der linearen
Abschreibung gilt fiir den jéhrlichen Abschreibungsbetrag

Kg-K
AfA, = AfA = % n=12.,N. (5.1)
Fir den Wert der Anlage nach n Jahren gilt
K,=Kg-n-AfA = Ky-(L-n+i), n=0,1,..,N, (5.2)
wobei i der jahrliche Abschreibungssatz von den Anschaffungskosten ist:
i= Mi (5.3)
N Ko

Geometrisch-degressive Abschreibung, vgl. [6] Satz 5.3.1
Bei der geometrisch-degressiven Abschreibung mit dem Prozentsatz i gilt fir den Buchwert
nach n Jahren

K, =Kq-@-i)" (5.4)
und fur die Abschreibung
AfA, = Ko (1-i)" 2. (5.5)

Sind die Anschaffungskosten K, und der Restwert Ky nach N Jahren gegeben, ergibt sich
bel der geometrisch-degressiven Abschreibung ein Prozentsatz i von

=1 yKn
i=1 NKO. (5.6)

Wechsd geometrisch-degressiver Abschreibung auf linear e Abschreibung, vgl. [6]
Satz5.7.1

Sel N die Nutzungsdauer des Wirtschaftsgutes und i der Abschreibungssatz bei geome-
trisch-degressiver Abschreibung.

Unter der Voraussetzung, dass bei linearer Abschreibung der Restwert null ist, liefert der
Wechsdl auf dielineare Abschreibung ab dem n-ten Jahr bzw. ab der Restlaufzeit

n*=N-n+1 (5.7)
hohere Abschreibungen, wenn zum ersten Mal gilt:
1

n*<71 bzw. n>N+1-=. (5.8)
i i
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6 Tilgungsrechnung

Ko (1-d) Auszahlung (L eistung)
A A, A A Ang A, Riickzahlungen (Gegenl e stung)
| : : : : 4 : >
0 1 2 3 t n-1 n Zeit
= Zahlungsperiode
= Zinsperioden

Gesamtfallige Tilgung mit Zinsansammlung, vgl. [6] Satz 6.2.1
Sd i der Zinssatz pro Zinsperiode. Bei einer gesamitfélligen Tilgung mit Zinsansammlung
(dh.A;=A, =...=A,; =0) und einer Riickzahlung nach n Zinsperioden ergibt sich

A, =Ko@+ig)". (6.2)

Sind die Riickzahlung A, und die Schuld K, gegeben, betrégt bei einer gesamtfélligen Til-
gung mit Zinsansammlung die Verzinsung i, pro Zinsperiode

- [A,
in=n——-1. 6.2
0 nKo (6.2)

Ist die Zinsperiode genau ein Jahr, betragt der effektive Zinssatz

Y
gy = /—(1—d)‘K0 1. (6.3)

Gesamtfallige Tilgung ohne Zinsansammlung, vgl. [6] Satz 6.3.1

(i) Ganzzahlige Laufzeit: Gegeben sai eine Anfangsschuld, die mit gesamtfalliger Tilgung
ohne Zinsansammlung (Zinsschuldtilgung) nach n Jahren, ne N, getilgt wird. Dann gilt
bei jahrlichen Zinszahlungen fir die effektive Verzinsung i -

Ko(-d) = Kq [L
I eff

wobei d der Disagiosatz, ader Aufgeldsatz und iy der Nominalzinssatz ist.

+(L+a)- (L+i g )‘”] , (6.4)

Der gleiche Sachverhalt bei festverzingdlichen Wertpapieren:
Gegeben sa ein festverzindiches Wertpapier (z. B. Anleihe) mit einer Laufzeit von n
Jahren (neIN), einem Nominalzinssatz i bei jahrlichen Zinszahlungen, einem Kurs C

und einem Rickzahlungskurs 100 - (1 + &). Dann gilt bei exponentieller Verzinsung:
1- (1+ i ff )7n

C=100- [io
I eff

+ (1+a) U+ig )‘”] ) (6.5)

(i) Nicht ganzzahlige L aufzeit: Siehe Formel (7.10).
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Naherungsformeln fir effektiven Zinssatz einer Zinsschuld mit Nominalver zinsung i,
Laufzeit von n Jahren, Kurs C und Aufgeldsatz a, vgl. [6] Satz 6.3.2

Der effektive Zinssatz einer Zinsschuld (z. B. eines festverzindichen Wertpapiers) ist n&
herungsweise:
io -100+100~(1+a)—C
C 100-n
Diese ,Faustregel“ wird auch Bankenfor mel oder Bankenver fahr en genannt.

IBank = (6.6)

Zwei andere, auch einfach zu berechnende Naherungen fir den effektiven Zinssatz sind:

. ig-100
Veurrent = . c 67
Das Ergebnis dieser Faustregel wird a's laufende Verzinsung bezei chnet.
ig-100 . -
ig N 100-(1+a)-C . 6.8)

ig =
smple C n.c
Das Ergebnis dieser Faustregel wird a's einfache Verzinsung bezeichnet.

Allgemeine Effektivzinsber echnung

Der effektive Jahreszins wird grundsdtzlich mit einem Iterationsverfahren (z.B. dem
Newton-Verfahren oder dem Sekantenverfahren) einer Gleichung fur den effektiven Jahres-
zins ermittelt.

Ratentilgung (= Tilgungsr aten konstant), vgl. [6] Satz 6.4.1
Bei einem nominellen Zinssatz (= Sollzinssatz) iy gilt bei einer Ratentilgung, wenn die
Schuld Ky nach n Perioden vollstandig getilgt ist, firt=1,2,3,...,n-1,n:

Tilgungsrate: T,=T = Ko , (6.9
n
Restschuld: K =Ky—t-T =Ko (1— L), (6.10)
n
. . t-1
Zinsbetrag: Z,=Kg-ig-(1-—), (6.11)
n
. 1. t-1
Annuitat: A=Ti+ Zi= Ko[=+ig-1-——)]. (6.12)
n n

Ist die Zinsperiode gleich der Zahlungsperiode gleich einem Jahr, gilt fir eine Ratenschuld,
die mit einem Disagiosatz d ausgezahlt wird und die nach n Jahren vollstandig getilgt ist,
fir den effektiven Zinssatz i
— i _n I
(1-d) :_i io+M(1—.l—o) ) (6.13)
i n I eff



