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Vorwort zur 1. Auflage

Die Theoretische Physik ist eine umfangreiche, breit gefacherte Wissenschaft gewor-
den. Es ist fiir den jungen Studenten schwer, vor der Fiille des zu Erlernenden nicht
zuriickzuschrecken und sich vielmehr systematisch einen Uberblick iiber das weite Feld
von der Mechanik iiber die Elektrodynamik, die Quantentheorie, Feldtheorie, Kern—
und Schwerionenphysik, Thermodynamik und Statistische Mechanik, Festkorperphy-
sik, bis hin zur Physik der Elementarteilchen zu verschaffen.

Das alles soll aulerdem in acht bis zehn Semestern einschlieBlich einer ordentlichen
Diplomarbeit geschafft werden. Dies ist nur moglich, wenn die akademischen Lehrer
mithelfen, die Studenten friihzeitig in die neuen Disziplinen einzuweihen; Interesse und
Begeisterung zu wecken, wodurch wichtige zusétzliche Energien frei werden. Dabei
muf natiirlich auch Unwesentliches weggelassen werden.

An der Johann Wolfgang Goethe-Universitit Frankfurt am Main haben wir daher
schon seit 1965 die Theoretische Physik in das 1. Studiensemester vorverlegt. Darum
werden die Mechanik 1 und 2, die Elektrodynamik, die Einfithrung in die Quanten-
theorie in einem Grundkurs vor dem Vordiplom in Verbindung mit vielen mathemati-
schen Erlduterungen und Ergédnzungen gelehrt. Nach dem 4. Semester sind Quanten-
theorie 2, Thermodynamik und Statistische Mechanik, Relativistische Quantentheorie
und Quantenelektrodynamik (Einfithrung in die Quantenfeldtheorie) Pflichtvorlesun-
gen. Neben diesem Grundkurs durch die Theoretische Physik werden eine ganze
Reihe Erganzungen und Spezialvorlesungen regelmiaflig angeboten. Dazu gehéren
beispielsweise die Hydrodynamik, klassische Feldtheorie, Theoretische Optik, Theorie
der Streuprozesse, Allgemeine Relativitatstheorie, Theorie der schwachen Wechselwir-
kung, Theorie der Elementarteilchen usw. Einige davon wie z. B. die zweisemestri-
gen Vorlesungen iber Theoretische Kernphysik bzw. Theoretische Festkorperphysik
gehodren auch zu den Pflichten fiir das Diplom in Physik.

Wir stellen hier mit der Hydrodynamik eine solche Ergdnzungsvorlesung vor. Sie ist so
gehalten wie die Gundvorlesungen auch: Zusammen mit ausfiihrlichen Erlauterungen
des notwendigen mathematischen Werkzeugs, vielen Beispielen und durchgerechneten
Aufgaben, versuchen wir den Stoff so interessant wie moglich darzustellen. Dabei
beschranken wir uns nicht nur auf die klassisch-hydrodynamischen Probleme wie z.B.
ideale Fliissigkeiten, Potentialstromung, Schwere- und Schallwellen, zéhe Fliissigkei-
ten, Kapillaritiat, sondern besprechen vor allem auch moderne Aspekte wie z.B. die
Theorie der Stofiwellen, die relativistische Hydrodynamik, die Prandtl’sche Grenz-
schichttheorie, die Anwendung hydrodynamischer Konzepte in der Kernphysik und
hochenergetischen Schwerionenphysik. Die Vorlesungen werden schlieflich mit Be-
trachtungen tiber solitire Wellen und Solitonen abgeschlossen.

Letzteres sind Themen, die junge Physiker faszinieren, weil sie ihnen zeigen, daf
man auch schon im 2. oder 3. Studiensemester ohne Niveauverlust an moderne
Forschungsgebiete herangefithrt werden kann.



Wir bedanken uns bei den Damen M. Knolle, R. Lasarzig und B. Utschig fiir ihre
grofe Hilfe bei der Anfertigung des Manuskripts. Thre Geduld und Ruhe bei den

immer wieder notwendigen Anderungen war bewundernswert.

SchlieBlich sprechen wir die Hoffnung aus, daff auch diese Vorlesungen iiber Hydrody-
namik, spezielle Kapitel, viele Freunde finden mdgen.

Frankfurt am Main, im Mai 1978 Walter Greiner
Horst Stock



Vorwort zur 4. Auflage

Die Vorlesungen iiber Theoretische Physik haben viele Freunde gefunden, so dafl nach
drei unveranderten Auflagen und mehreren Nachdrucken eine Neuauflage notwendig
wurde. Dies gab uns Gelegenheit, Druck— und Fliichtigkeitsfehler der ersten drei Auf-
lagen zu eliminieren und gleichzeitig notwendig erscheinende didaktische und sachliche
Verbesserungen vorzunehmen.

Hervorzuheben ist die Einarbeitung biographischer Fufinoten, die mit Petitdruck Auf-
schluB tiber die wichtigsten Lebensstationen und das Werk bedeutender Physiker und
Mathematiker geben sollen. Wir danken dem Verlag Harri Deutsch und dem F. A.
Brockhaus Verlag fiir die Erlaubnis, biographische Informationen deren Lexika zu
entnehmen. Dariiber hinaus wurde ein neues Kapitel iiber die Herleitung der hydro-
dynamischen Gleichungen aus der Statistischen Mechanik aufgenommen.

Das Buch erscheint von nun an fest gebunden, was sicher die Benutzer freuen wird.

Wir bedanken uns diesmal bei Herrn cand. phys. C. Best fiir seine Hilfe bei der
Abfassung und Ausarbeitung neuer Aufgaben und Beispiele, insbesonders zu dem
schon erwihnten neuen Kapitel, und vor allem bei Herrn Dipl. Phys. V. Blum fir
die gewissenhafte Uberwachung der Drucklegung. Auch den Herren cand. phys. T.
Achenbach, cand. phys. A. Bischoff, cand. phys. B. Ernsperger, cand. phys. D.
Hilberg, cand. phys. H. Kang, Dipl. Phys. U. Katscher, Dipl. Phys. A. v. Keitz,
cand. phys. S. Schneider und cand. phys. E. Stein, sowie Frau A. Steidl, die uns die
Figuren gezeichnet hat, sei herzlich gedankt.

Frankfurt am Main, im Mai 1991 Walter Greiner
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1. Einfithrung in die Hydrodynamik

Einfiihrung

In diesem Buch wollen wir uns mit einigen dynamischen und statischen Problemen
von Flissigkeiten befassen. Die Ergebnisse sind auf nicht zu sehr verdiinnte Gase
anwendbar, auch wenn wir in der Regel nur von Fliissigkeiten sprechen werden.

Wir werden uns im wesentlichen mit mechanischen Problemen befassen. Wo es nétig
ist, werden allerdings auch thermodynamische Beziehungen, wie z.B. Zustandsglei-
chungen und daraus abgeleitetet Grofien beriicksichtigt werden.

Wir wollen die Flissigkeit stets als ein Iontinuum ansehen, d.h. als einen von Masse
stetig erfiillten Raum. Diese Art der Behandlung ist solange zulissig, wie wir das Kon-
zept der kleinen Flissigkeitselemente anwenden kénnen. Wir verstehen dabei unter
einem Fliissigkeitselement ein kleines Volumen innerhalb der Flissigkeit, in dem die
physikalischen Gréflen als konstant angesehen werden kénnen. Die Volumenabmes-
sungen miissen jedoch immer grof gegentiber der durchschnittlichen freien Weglinge
der Flissigkeitsmolekiile sein.

Ein wesentliches Problem der Hydrodynamik ist die Darstellung des Zusammenhangs
der geometrischen Koordinaten von Flissigkeitselementen mit der Zeit. In Analogie
zur Mechanik eines Systems von Massenpunkten kénnen wir versuchen, die Bahnkur-
ven der einzelnen Fliissigkeitselemente anzugeben. Diese Art wird die Lagrange’sche!
Darstellung genannt.

Lagrange’sche Darstellung

Wir denken uns das ganze von der Fliissigkeit eingenommene Volumen in Flissigkeits-
elemente zerlegt. Jedes Element konnte dann mit einem Index bezeichnet werden. Wir
wéhlen jedoch eine andere Art der Kennzeichnung.

Zu irgendeiner Zeit to befinden sich die Fliissigkeitselemente an bestimmten Positio-
nen im Raum. Die Ortsvektoren dieser Positionen (also zu dieser Zeit ty) beziiglich
eines von jetzt an festgehaltenen Koordinatensystems seien mit 7y bezeichnet. Wir
beachten, daB hier 7 nicht einen einzigen Vektor bedeutet, sondern daf jedem Fliissig-
keitselement ein solcher Vektor 7 zugeordnet ist.

1Joseph Louis de Lagrange, ital.-franz. Mathematiker, geb. 25.1.1736 in Turin, gest. 10.4.1813 in
Paris, Professor der Mathematik in Turin und Paris, Nachfolger von Euler als Direktor der mathema-
tischen Klasse der Berliner Akademie der Wissenschaften. L. erstellte bahnbrechende Arbeiten auf
fast allen Gebieten der Mathematik, besonders aber in der Variationsrechnung und der Theorie der
analytischen Funktionen. Sehr verdient machte er sich auch auf dem Gebiet der Mechanik (Haupt-
prinzip der allg. Mechanik) und der Astronomie (Beweis der Stabilitat unseres Planetensystems).



Wenn wir im folgenden nur ein einziges
Fliissigkeitselement weiterverfolgen, so
ist dies durch die Angabe 7, d.h. seine

Position zur Zeit to eindeutig charak- 'Q),l'o
terisiert. Umgekehrt ist dieses Verfah-
ren fir alle Elemente einer Flussigkeit 0

—_ -5
anwendbar. Die Bewegung der Fliissig- t"’At,r'fAl'
keit ist dann vollstandig gegeben durch
die Zeitabhangigkeit der Ortsvekto-
ren 7 der verschiedenen Flissigkeitsele- Bewegung und Deformation eines
mente. Flissigkeitselements.

Da die Position eines bestimmten Elements, nun gegeben durch den entsprechenden
Ortsvektor 7, zur Zeit ¢t durch die Bewegung der Flissigkeit aus einer bestimmten

Position 7 zur Zeit to heraus erreicht wird, besteht der Zusammenhang

7= F(Fo, 1) . (1.1)
Diese Relation besagt, daB sich die Position eines Fliissigkeitselements, das durch 7
charakterisiert ist, im allgemeinen im Laufe der Zeit dndert. Beziehen wir Gleichung
(1.1) auf die gesamte Fliissigkeit, so finden wir die Ortsvektoren der Elemente zur
Zeit t, indem wir alle Ausgangspositionen 7y einsetzen.

Fir die Geschwindigkeit des durch ry gekennzeichneten Flissigkeitselements finden
wir nach der Figur

i /A ar
w = lim E 5 = EL‘O (12)
oder
b= gﬁ(? t) (1.3)
w = 0t To, . .

To 1st dabei stets unverandert beizubehalten, und es sind im Grenzprozef nur solche
Ortsvektoren 7 zugelassen, die zur Bahnkurve des durch 7 charakterisierten Fliissig-
keitselementes gehoren.

Fiir die Beschleunigung finden wir analog
LR E

Diese scheinbar einfache Methode zur Bestimmung der Fliissigkeitsbewegung erweist
sich in praktischen Féllen jedoch als sehr umstandlich und schwierig. Im allgemei-
nen ist man auch gar nicht am Schicksal des einzelnen Fliissigkeitselementes, das sich
als solches durch nichts von den anderen unterscheidet, interessiert. In den weitaus
meisten Fallen kann man auf die individuelle Behandlung der einzelnen Flissigkeits-
elemente verzichten. Man will meist nur den Strémungszustand und seine zeitliche
Anderung an jedem Raumpunkt der Fliissigkeit kennen. Diese weniger weitreichende
Problemstellung fithrt zur Euler’schen® Darstellung.

2Leonhard Euler, Schweizer Mathematiker und Physiker, geb. 15.4.1707 in Basel, gest. 18.9.1783
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Aufgabe: Lagrange’sche Darstellung einer Stromung

Die Ortsvektoren der Elemente ei-
ner Fliissigkeit seien auflerhalb einer

Kugel vom Radius R durch

i, 5 == 5

= €T\3/3wo(t—to)+7‘g, n> R /// \\ N
JL
gegeben. Berechnen Sie die Ge- ‘77\ \\ \
schwindigkeiten der Fliissigkeitsele- & '.4‘6
mente. Wie dndert sich ein kugel- \ \ R 0y
schalenférmiges Volumen (Dicke §) /
im Verlauf der Zeit (vgl. Figur)? N %
AN s

S Sedlem 0

Losung: = BIE —
)

Gemaf Gleichung (1.3) ergibt sich
die Geschwindigkeit eines [Iliissig-

keitselementes als FluB aus einer Quelle.

ar

57| = wo & (Buwo(t — to) + GO, 2
L)

W=

Wie bereits aus der Angabe 7 = 7(t, 7o) zu ersehen war, liegt nur eine radiale Bewe-
gung vor. Dieses Ergebnis zeigt zunichst, da ein kugelschalenférmiges Volumen
seine Gestalt beibehilt, d.h. kugelschalenférmig bleibt, wobei sich lediglich die Ra-
dien dndern. Die Radien der inneren bzw. dufleren Oberflichen seien zu einer Zeit
t; mit Ryq bzw. Rys = Rj1+0; bezeichnet. Das Volumen der Kugelschale zu dieser
Zeit berechnet sich dann leicht aus

iz 2 4 3
V(tl):‘iﬂ/n Py = ?(R?Z—Rll)‘ _:i
11

Die Fliissigkeitselemente, die sich zur Zeit ¢; an der Oberfliche mit dem Radius
Ry befinden, mégen zur Zeit tp auf der Fliche mit dem Radius ro gelegen haben,

so dafl wir
Ry = \3/ 3wo(ty — to) + 13 4

schreiben kénnen. Zur Zeit t, > ¢y liegen sie dann auf einer Fliche mit dem Radius
Ry und es gilt

Roy

3 3’(U0(t2 = to) 1 ’l‘g

YBwo(tz — t1) + 3wo(ts — to) + 75 5

= \3/ 31110(t2 = 11) + R?l .

in St. Petersburg, Professor der Mathematik und Physik in Petersburg, Mitglied der Berliner sowie
der Pariser Akademie der Wissenschaften. Euler begriindete die Variationsrechnung und beschiftigte
sich bahnbrechend mit analytischer Mechanik und Himmelsmechanik. Auch ist er der Entdecker der
achromatischen Linsen. Er wird neben C.F. Gau8 als einer der grofiten Kopfe in der Geschichte der
Mathematik gefiihrt.



verwendet haben. Die Gleichung (1.6) fiihrt also auf den Satz von Differentialglei-

chungen
dz
dt

%% ;17(a2ty+bra:)+ %g(ro— ato) .

Durch Multiplikation mit z bzw. y und Addition bzw. Subtraktion entsteht das
Gleichungssystem

;lf(aQtz —bry) + ‘;—‘:f(ro — atp),

|~

a*t + a(ro — ato)

dz dn
T TF yﬂ%

5
d :
mﬂ% - y%‘}— = 7,
Nun ist aber
T i @ =
und d d d
Y < 24
L e e il
W @ 3
Also entsteht das einfache System
7'[7 = a’t + a(ro — atp) , 8
de
—=b.
"at 2
Beriicksichtigen wir die Anfangsbedingungen, so hat Gleichung 8 die Lésung
r(t) = a(t —to) + 7o - 10

Verwenden wir dieses Ergebnis, so kann auch Gleichung 9 integriert werden. Wir

erhalten 5
t—1
e(t) = —ln (a—(——o)+1)+soo; il
a To

darin bedeutet die Integrationskonstante g den Winkel, der die Position des Fliis-
sigkeitselementes zur Zeit ¢t = 1o auf den Kreis r = rg festlegt. Die Positionen der
Fliissigkeitselemente werden durch

7(2) = (1) (cos(p(1)) & + sin((1)) &) 12

gegeben, wobei 7(t) und ¢(t) gemdB Gleichungen 10 und 11 fiir jede Zeit t zu
berechen sind.

Stromlinie, Bahnlinie

Gemaf der Euler’schen Darstellung ist die Geschwindigkeit als Vektorfeld gegeben,
d.h. in jedem Punkt des betrachteten Raumes hat die Geschwindigkeit bestimmte
Werte des Betrages und der Richtung, wobei sich diese Werte im allgemeinen mit



der Zeit dndern. Betrachten wir das Feld jedoch in einem bestimmten Zeitpunkt
t = t1, so kénnen wir Kurven angeben, deren Richtung in jedem Kurvenpunkt mit
der Richtung der Geschwindigkeit in dem entsprechenden Punkt {ibereinstimmt. Diese
Kurven heiflen Stromlinien.

Die Euler’sche Darstellung gibt also gleichsam in Momentaufnahmen die augenblick-
lichen Stromungszustinde in einzelnen Zeitpunkten. Eine Beziehung der einzelnen
Flussigkeitsteilchen zu den Stromlinien fehlt, denn im allgemeinen werden die Strom-
linien zu verschiedenen Zeiten von verschiedenen Fliissigkeitsteilchen gebildet.

Das kann durch die Figur veranschaulicht A
werden: Zu einer Zeit t fiithre eine Stromli- Sztrrogliltmte =
nie von P iber den Nachbarpunkt Q nach

R. Ein Flissigkeitselement, das sich zu
dieser Zeit bei P befindet, bewegt sich da-
her gemafl der Geschwindigkeit lings der
Stromlinie zum Nachbarpunkt Q. Wenn
es dort eintrifft, d.h. zu einer spiteren
Zeit, hat sich im allgemeinen die Stromli- P
nie verandert und das Flissigkeitselement

bewegt sich nicht nach R, sondern nach S Veranderung der Stromlinien mit der
weiter. Zeit.

R

NStromlinie
zur Zeft t+At

Ist ds ein Linienelement lings einer Stromlinie zu einem bestimmten Zeitpunkt, so
lautet die Gleichung der Stromlinie

A5 x 7=0. (1.8)

Fir einen bestimmten Zeitpunkt unterscheidet sich diese Gleichung nicht von der
Gleichung (1.6) fiir diesen Zeitpunkt. Die Bahnlinie beriihrt also zu dieser Zeit die
Stromlinie an dem Ort, an dem sich das Fliissigkeitselement gerade befindet. Die
Bahnlinien selbst ergeben sich aus der Lagrange’schen Darstellung als die Bahnkurven
im Verlauf der Zeit.

Ein besonders wichtiger Fall ist der, bei dem das Geschwindigkeitsfeld (1.6) nicht
explizit von der Zeit abhangt, d.h. o = f(7). Das bedeutet also, daB die Bewegung

in den einzelnen Raumpunkten zeitlich unverindert andauert. Man nennt solche
Bewegungen stationire Bewegungen.

In diesem Falle ist die Relation (1.6) zur Relation (1.8) zu allen Zeiten dquivalent (¢
ist lediglich ein Parameter), d.h. im stationéiren Bewegungszustand sind Bahnlinien



