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I.  Gewohnliche Differentialgleichungen

§ 1.  Differentialgleichungen erster Ordnung

1. Allgemeine Begriffe. Unter einer Differentialgleichung versteht man eine Glei-
chung, die auBer den unabhéngigen Verdnderlichen und den unbekannten Funk-
tionen dieser Verdnderlichen auch noch die Ableitungen der unbekannten Funk-
tionen oder deren Differentiale enthélt [I, 51]. Hingen die in der Differential-
gleichung auftretenden Funktionen nur von einer unabhingigen Verdnderlichen ab,
so heilt die Gleichung eine gewdhnliche Differentialgleichung. Treten jedoch in der
Gleichung partielle Ableitungen der unbekannten Funktionen nach mehreren
unabhéngigen Verdnderlichen auf, so nennt man die Gleichung partielle Differen-
tialgleichung. In diesem Kapitel werden wir nur gew6hnliche Differentialgleichungen
behandeln. Der grofere Teil des Kapitels wird dem Fall gewidmet sein, daf nur
eine Gleichung mit einer einzigen unbekannten Funktion vorgegeben ist.

Es seien = die unabhéngige Verdnderliche und y die gesuchte Funktion dieser
Verinderlichen. Die allgemeine Form einer Differentialgleichung ist dann

Dy, Y,y y®) =0.

Die hochste Ordnung der in der Gleichung auftretenden Ableitungen der unbe-
kannten Funktion heit Ordnung der Differentialgleichung. In diesem Paragraphen
wollen wir nur gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung betrachten. Die
allgemeine Form einer solchen Gleichung lautet

¢(x’ Y, y’) =0 (1)
oder, nach y’ aufgelGst,
?/’ = f(x, Y) . (2)

Benutzen wir eine andere Bezeichnung fiir die Ableitung, so kénnen wir diese
Gleichung in der Form

dy
schreiben.
Geniigt eine Funktion
¥y = o) (4)

der Differentialgleichung, d. h., wird diese Gleichung beim Einsetzen von ¢(x)
und ¢’(x) fiir y bzw. ¥’ zu einer Identitdt in x, so heiBt ¢(x) Losung dieser Differen-
tialgleichung. Dabei wird natiirlich p(x) als stetig differenzierbar vorausgesetzt.

Die Ermittlung von Losungen einer Differentialgleichung wird bisweilen Inte-
gration einer Differentialgleichung genannt.
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Im einfachsten Fall, wenn die rechte Seite der Gleichung (2) die Variable y
nicht enthilt, ergibt sich eine Differentialgleichung der Form

Yy =[f=). (8)
Die Ermittlung der Losungen dieser Gleichung stellt die Grundaufgabe der In-
tegralrechnung dar [I, 86]; die Gesamtheit dieser Losungen ist gegeben durch

y = [ flw) dz + C, (6)
wobei C eine willkiirliche Konstante ist. So existiert also in diesem einfachen
Fall eine Schar von Losungen der Differentialgleichung, die von einer willkiirlichen
Konstante abhidngt. Es wird sich zeigen, daB sich auch im allgemeinen Fall einer
Differentialgleichung erster Ordnung eine Losungsschar ergibt, die eine willkiirliche
Konstante enthélt:

Yy = g(x,c) . (7)
Eine solche Losungsschar heiit allgemeines Integral der Differentialgleichung. Das
allgemeine Integral kann implizit oder nach C aufgelost angegeben werden:

p(@ 9, 0) =0 oder w(z,y)=C. (7y)

Geben wir der willkiirlichen Konstanten C verschiedene Zahlenwerte, so erhalten
wir verschiedene Losungen der Gleichung, sogenannte partikulire Losungen.

Wir werden jetzt Differentialgleichung und Losungen geometrisch interpretieren.
Sieht man x und y als Punktkoordinaten in der Ebene an, so ordnet die Differen-
tialgleichung (2) jedem Punkt (z, y), in dem die Funktion f(z, ) definiert ist,
einen Richtungskoeffizienten y’ einer Tangente an eine gewisse Kurve zu. Die
gesuchte Losung (4) der Gleichung (2) ist eine solche Kurve (im Spezialfall eine
Gerade), die in jedem ihrer Punkte den Richtungskoeffizienten y’ der Tangente
besitzt, wie er durch Gleichung (2) bestimmt ist.

Eine solche Kurve heillt Integralkurve der Differentialgleichung. Der Begriff der
Losung der Gleichung (2) stimmt also mit dem Begriff der Integralkurve (im
Spezialfall der Geraden) dieser Gleichung in der z, y-Ebene iiberein.

Das allgemeine Integral (7) liefert eine unendliche Vielfalt von Integralkurven
oder, genauer gesagt, eine Kurvenschar, die von einer willkiirlichen Konstanten
abhéngt.

Wir setzen voraus, daf die Funktion f(z, ¥) in einem bestimmten Bereich B
der z, y-Ebene eindeutig und stetig ist. Die Kurve [ sei die entsprechende Losung
(7) in diesem Bereich, und @(x) sei definiert auf einem gewissen Intervall I.

Um von einer Losung (4) sprechen zu kénnen, miissen wir in Einklang mit den
obigen Darlegungen voraussetzen, daf} ¢(z) stetig ist und in I eine Ableitung nach
x besitzt. Falls zum Intervall I auch dessen linke Begrenzung gehért, soll ¢'(z)
die rechtsseitige Ableitung sein; falls seine rechte Begrenzung dazu gehort, soll
@’(x) die linksseitige Ableitung bedeuten.

Aus der Gleichung (3) und aus der Stetigkeit von f(z, y) folgt sofort die Stetig-
keit der Ableitung ¢’(x) im Intervall I.

Bis jetzt haben wir naturgemaf angenommen, daB alle Funktionen eindeutig
sind. Aus der Eindeutigkeit von ¢(x) folgt, daBl zur y-Achse parallele Geraden die
Integralkurve in hoéchstens einem Punkt schneiden konnen. Schreiben wir die
Gleichung (2) oder (3) in der Form

da 1

e__° 3
dy  f(z,y) (%)
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d. h., betrachten wir nicht y als Funktion von #, sondern z als Funktion von y,
so konnen zur z-Achse parallele Geraden die Integralkurve in héchstens einem
Punkt schneiden.

Es sei I eine Integralkurve der Gleichung (2) derart, daB nicht nur zur y-Achse
parallele Geraden, sondern auch zur z-Achse parallele Geraden diese Kurve I
in héchstens einem Punkt schneiden; dann besitzt die Funktion ¢(x) in der Glei-
chung y = ¢(x) eine eindeutige Umkehrfunktion = y(y). Dabei ist ! auch Inte-
gralkurve der Differentialgleichung (3,).

Im weiteren werden wir hauptsidchlich mit Gleichungen der Form (2) zu tun
haben.

2. Festlegung der Losung durch die Anfangsbedingung. Ein Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz. Die sehr einfache Gleichung (5) hat eine unendliche Vielfalt
von Lésungen, da in der Formel (6) eine willkiirliche Konstante auftritt. Es ist
leicht zu zeigen, dafl wir eine vollstdndig bestimmte Losung der Gleichung (5)
erhalten, wenn wir eine sogenannte Anfangsbedingung vorgeben, wenn wir ndmlich
fordern, daB die gesuchte Funktion y fiir einen vorgegebenen Wert & = z, einen
bestimmten Wert y, annimmt. Diese Anfangsbedingung schreiben wir in der Form

Yle=z, = Yo - (8)

Wenn f(x) eine stetige Funktion in einem gewissen Intervall I ist, gehore auch der
Punkt & = z, zu diesem Intervall. Ersetzt man in der Formel (6) das unbestimmte
Integral durch ein bestimmtes mit der verdnderlichen oberen Grenze x und der
unteren Grenze ,, so erhilt man anstelle von (6)

y=[fea+o.

Der erste Summand wird 0 fiir x = x,. Um die Bedingung (8) zu erfiillen, mufl man
C' = y, setzen. Also besitzt die Gleichung (5) bei dieser Anfangsbedingung eine
eindeutige Losung

y =j 1(t) At + g, .

Es sei bemerkt, daB diese Losung im gesamten Intervall I gilt.
Damit das allgemeine Integral (7) einer beliebigen Gleichung (2) die Anfangs-
bedingung (8) erfiillt, muB analog die willkiirliche Konstante C' aus der Gleichung

Yo = ¢(%o; C) C)
bestimmt werden.

Wir wenden uns nun der geometrischen Interpretation zu und setzen voraus,
daB die Funktion f(z,y) in einem gewissen Bereich B der x, y-Ebene definiert
und in diesem Bereich eindeutig und stetig ist. Wie wir schon erwéhnt haben, wird
durch Gleichung (2) in jedem Punkt (z, y) aus B der Richtungskoeffizient y’ der
Tangente an die gesuchte Integralkurve bestimmt.

Durch den Punkt (z, y) legen wir einen kurzen Abschnitt der Geraden, die mit
der x-Achse einen Winkel x bildet, wobei tan « = y” ist. Diesem Abschnitt geben
wir eine beliebige Orientierung (der Ubergang zur entgegengesetzten Orientierung
dndert den Wert tan « nicht). Wir sehen, dal Gleichung (2) der Definition eines
Richtungsfeldes im Bereich B entspricht, d. h., in jedem Punkt des Bereiches B
definiert Gleichung (2) eine bestimmte Richtung. Integralkurven der Gleichung (2)
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sind die Kurven I, die im Bereich B liegen und folgende Eigenschaften besitzen:
In jedem Punkt (, y) hat die Tangente an ! die Richtung, die durch das oben
angegebene Richtungsfeld bestimmt ist. Die Anfangsbedingung (8) reduziert sich
auf die Forderung, daB die Integralkurve durch einen gegebenen Punkt (z,, y,)
des Bereiches B verlduft.

Wir fithren jetzt geometrische Erwigungen an, aus denen anschaulich (aber
nicht streng logisch) folgt, daBl durch einen gegebenen Punkt M(x,, 9,) eine und
nur eine Integralkurve geht. Mit Hilfe achsenparalleler Geraden (Abb. 1) unter-
teilen wir die z, y-Ebene so in kleine Quadrate, dafl der Punkt M, in einen Eck-
punkt eines dieser Quadrate fallt (dies ist fiir die Betrachtung unwesentlich).

M
Ms
My
e
NG My
Abb. 1
0 X—

Vom Punkt M, ausgehend, konstruieren wir in der Ri}:htung wachsender z-

Werte einen Geradenabschnitt M,M; mit dem Richtungskoeffizienten yo = f(x,, ¥,)
bis zum ersten Schnittpunkt mit einer der Geraden des quadratischen Netzes.
(1, y,) seien die Koordinaten des Punktes M;. Vom Punkt M, ausgehend, ziehen
wir in Richtung wachsender 2-Werte einen Geradenabschnitt mit dem Richtungs-
koeffizienten y; = f(x;, 9;) bis zum néchsten Schnittpunkt mit einer Geraden des
quadratischen Netzes usw. Diese Konstruktion kann ebenfalls in Richtung fallender
x-Werte ausgefiihrt werden. Der in der angegebenen Weise konstruierte Polygon-
zug stellt ndherungsweise fiir alle z, die in der Néhe von w, liegen, die gesuchte
Integralkurve der Gleichung (2) dar, die durch den Punkt M, verlduft. Diese
Konstruktion legt den SchluB nahe, daB durch jeden Punkt M, aus B eine und nur
eine Integralkurve verlduft. Diese Behauptung ist richtig, und sie wird im weiteren
bewiesen werden, wenn f(z, y) auller der Stetigkeit noch eine weitere Eigenschaft
besitzt.

Wir wollen nun annehmen, daB B ein offener Bereich ist, d. h. ein Bereich, der
seine Berandung nicht enthélt (B kann auch die gesamte Ebene sein). Es gilt der
folgende Satz.

Satz A. Wenn f(x, y) stetig ist und eine stetige partielle Ableitung nach y in B
besitzt, verliuft durch jeden Punkt aus Beine und nur eine Integralkurve der Glei-
chung (2).

Diesen Satz, den wir jetzt ohne Beweis hinnehmen, nennt man gewohnlich
Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losung der Differentialgleichung (2) bei
vorgegebener Anfangsbedingung.

Am SchluB des folgenden Kapitels fithren wir den Beweis dieses Satzes und eine
Reihe Erginzungen dazu an. Wir wollen jetzt erkliren, wie die Behauptung,
die Losung sei bei vorgegebener Anfangsbedingung eindeutig, zu verstehen ist.
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Es seien y = @y(x) und y = @,(x) zwei Losungen der Gleichung (2), die die
Bedingung (8) erfiillen, wobei die erste auf einem Intervall I, und die zweite auf
dem Intervall I,, in dem x variiert, definiert sei. Der Punkt 2, soll diesen beiden
Intervallen angehéren. Dann muBl auf dem Durchschnitt der beiden Intervalle I,
und I, die Identitdt ¢,(x) = @y(x) gelten. Es wird natiirlich vorausgesetzt, dafl
die Integralkurven y = @,(x) und y = @,(x) nicht aus dem Bereich B hinaus-
fithren, in dem f(x, y) definiert ist und die im Satz A angegebenen Bedingungen
erfullt.

In den folgenden Abschnitten werden wir einige spezielle Typen von Differential-
gleichungen behandeln, deren Integration auf die Berechnung unbestimmter
Integrale hinauslduft oder, wie man auch sagt, deren Integration auf Quadra-
turen fiihrt.

Es sei bemerkt, daB die Berechnung eines Integrals mit der des Inhalts einer
Flache verkniipft ist. Hieraus ergibt sich auch der Ausdruck ,,Quadratur.

Zur Untersuchung der erwihnten speziellen Typen bringen wir eine Reihe von
Beispielen, an denen wir die weiter oben aufgezeigten Uberlegungen illustrieren
werden, die mit dem Satz A zusammenhéngen.

3. Differentialgleichungen mit separierbaren Verinderlichen. Neben der einfachsten
Gleichung (5) betrachten wir die Differentialgleichung

d
y =1y oder L—fy).

Wir schreiben sie in der Form

fif 1
dy  f(y)
und erhalten ihr allgemeines Integral in der Gestalt
dy
x= | =4 C.
(y)

Jetzt nehmen wir an, dal die rechte Seite der Gleichung (3) ein Produkt zweier
Funktionen ist, von denen die eine nur von « und die andere nur von y abhingt:

dy

= = . 1

dz = 9@ () (10)
Diese Gleichung kann man in der Form

dy

—— =g(z) dz 10

schreiben. Es sei y(x) eine bestimmte Losung der Gleichung (10) und damit auch
der Gleichung (10,). Die Gleichung (10,) ist eine Gleichheit zweier Differentiale,
deren linke Seite nur y enthilt (die Form des Differentials erster Ordnung hiangt
nicht von der Wahl der Veranderlichen ab [I, 50]). Aus der Gleichheit der Differen-
tiale folgt, daB sich ihre unbestimmten Integrale nur durch einen willkiirlichen
konstanten Summanden unterscheiden:

dy
— = d )
fh(y) fg(w) x+C

2  Smirnow II
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Nachdem man die Quadraturen ausgefithrt und beziiglich y aufgelést hat, erhalt
man das allgemeine Integral der Differentialgleichung (10).

Den Ubergang von (10) zu (10,) nennt man gewdhnlich Separation (Trennung)
der Verdanderlichen.

In Verbindung mit dem oben Gesagten stellen wir einige allgemeine Betrach-
tungen an.

Jede Differentialgleichung erster Ordnung, die beziiglich der Ableitung aufgeldst
wurde, kann man in der Gestalt
darstellen. Eine Gleichung, die in dieser Form geschrieben ist, ist nicht gebunden
an die Auswahl der unbekannten Funktion. Man kann sowohl y als auch z als
unbekannte Funktion ansehen.

M(z,y) und N(z,y) sollen nun jeweils Produkt zweier Funktionen sein, von
denen die eine nur von z und die andere nur von y abhéingt:

M, (z) My(y) dz + Ny(x) Ny(y) dy = 0.
Eine solche Gleichung nennt man Differentialgleichung mit separierbaren Ver-
anderlichen [1, 93].
Indem wir jeden Summanden durch N,(x) M,(y) dividieren, ,,separieren wir die
Veranderlichen‘:

M, (%) d Ny(y)

x + dy =0.
Ny(z) My(y) Y
Das allgemeine Integral der Differentialgleichung erhalten wir in der Gestalt
M, ()

Ny(y)
M@ T f AT

Im weiteren werden wir uns ebenfalls mit der allgemeinen Gleichung (11) be-
schiftigen.

Bisher haben wir die Bedingungen noch nicht préazisiert, die man den Funktionen
g(x), h(y) usw. auferlegen mull; wir haben auch nicht die Frage der Umformungen,
die ausgefiihrt wurden, erortert, z. B. die Division beider Seiten der Gleichung (10)
durch A(y). Dies wird sich ausfiihrlicher in den Beispielen klaren.

4. Beispiele.
1. Wir betrachten die Differentialgleichung

dy y
L _aL, 12

dx @ x (12)
wobel a eine von O verschiedene Konstante ist. Die Veridnderlichen lassen sich
trennen:

d
dy _ 9z
Y x
Hieraus folgt
log |yl = a log || + log |C| (13)

oder
lyl =10] - |=|*.
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Bei der Integration schreiben wir als Argument des Logarithmus eine absolute
GroBe, damit auch die Moglichkeit negativer GroBen beriicksichtigt wird; die
willkiirliche Konstante bezeichnen wir mit log |C|. Die Gleichung (12) bestimmt
ein Richtungsfeld auf der gesamten Ebene, auler auf der Geraden x = 0. Wenn
wir die Differentialgleichung in der Gestalt

I (12y)

schreiben, so sehen wir, dafl das Richtungsfeld auf der Geraden # = 0 bestimmt
ist fir y == 0. In diesen Punkten ist die Tangente parallel zur y-Achse.

Im Punkt (0, 0) ist die rechte Seite von (12) und (12,) sinnlos.

Fiir die Gleichung (12) hat man zwei Bereiche B in Satz A, ndmlich die linke
Halbebene # < 0 und die rechte Halbebene x > 0; fiir Gleichung (12,) hat man
die obere Halbebene y > 0 und die untere Halbebene y < 0.

Wir betrachten jetzt die Fillea = 2,4 = 1 und ¢ = —1.

Fiir @ = 2 folgt aus (13) y = C«?, d. h., wir erhalten eine Schar von Parabeln,
die in ihrem Scheitelpunkt (0, 0) die a-Achse beriihren, und die Gerade y =0
(fiir € = 0). Fiir die Gleichung (12,) ist auch die Gerade 2 = 0 eine Integralkurve.
Mit Ausnahme des Punktes (0, 0) verlduft durch jeden Punkt der Ebene eine und
nur eine Kurve der Losungsschar, die aus den erwdhnten Parabeln und den Koordi-
natenachsen besteht. Im Punkt (0,0), in dem die Differentialgleichung nicht
definiert ist, treffen sich alle Kurven der erwidhnten Schar (Knotenpunkt aller
Integralkurven).

Wiirden wir nur die Gleichung (12) betrachten, so wiirde die y-Achse (z = 0)
aus der Schar der Integralkurven ausgeschlossen werden. Uberall auf dieser Achse,
mit Ausnahme des Ursprungs, wéchst die rechte Seite von (12) iiber alle Grenzen
(die Stetigkeit geht verloren). Es sei bemerkt, daB alle Integralkurven der Glei-
chung (12) die z-Achse beriihren.

Fiir @ = 1 folgt aus (13) y = Cz, d. h., die Schar der Integralkurven ist die
Schar aller Geraden, die durch den Ursprung verlaufen. Diese Schar enthéilt, wie
fiir ¢ = 2, auch die Koordinatenachsen. In diesem Fall durchlaufen die Integral-
kurven der Gleichung (12) (Geraden) den Ursprung mit verschiedenen Richtungs-
koeffizienten. o

Fiir @ = —1 erhalten wir aus (13) y = gt d. h., die Schar der Integralkurven

der Gleichungen (12) und (12,) enthélt alle gleichseitigen Hyperbeln, deren Asym-
ptoten die Koordinatenachsen sind, und diese Achsen selbst. Letzteres hat man so
zu verstehen: Im Ursprung treffen sich die positiven und die negativen Strahlen
der Koordinatenachsen.

2. Wir betrachten die Differentialgleichung

dy x
AN 4
dx ay (14)

Die Verdnderlichen lassen sich separieren,
ydy = axde,
und wir erhalten durch Integration

y? = ax?® + 2C. (15)

2%
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Fiir Gleichung (14) hat man dem Satz A entsprechend zwei Bereiche B, wie im
Beispiel 1, ndmlich die obere Halbebene y > 0 und die untere Halbebene y < 0.

Fiir a = —1 erhalten wir 22 4+ y? = 2C, d. h., die Schar der Integralkurven
ist die Schar aller Kreise mit dem Mittelpunkt in (0, 0). Mit Ausnahme des Punktes
(0, 0) geht durch jeden Punkt der Ebene genau ein solcher Kreis, aber keine Inte-
gralkurve, die dem Ursprung beliebig nahe kommt.

Wenn man nur die Gleichung (14) betrachtet, mu man y als eine eindeutige
Funktion von z ansehen. Deshalb wird jeder Kreis aus zwei Integralkurven be-
stehen: aus dem oberen Kreisbogen (fiir ¥ > 0) und dem unteren (fiir y < 0).

Auf der z-Achse (fiir ¥y = 0 und x == 0) wichst die rechte Seite von (14) iiber
alle Grenzen. In diesen Punkten sind die Tangenten der Kreise Parallelen zur y--

Achse. Wenn wir (14) fiir @ = —1 in der Form
dx Y
5= "= (14,)

schreiben, verschwindet die Singularitdt an der Stelle y = 0, aber es entsteht
eine Singularitdt bei # = 0. Man muB dann die rechten Teile der Kreise (fiir
2 > 0) und die linken (fiir < 0) betrachten, fiir die dann x eine eindeutige
Funktion von y ist, wie es Gleichung (14,) verlangt. Der Bereich B aus Satz A
ist bei Gleichung (14,) verschieden von dem entsprechenden Bereich bei Gleichung
(14) fiir @ = —1; fiir die Anwendung des Satzes A miissen wir also die Differential-
gleichung in irgendeiner bestimmten Form vorgeben. Wir werden auch weiterhin
dabei bleiben, falls es keine speziellen Vorbehalte von einem anderen Gesichtspunkt
aus gibt.

Man kann die Gleichungen (14) und (14,) auch zusammen betrachten, wie wir
es in Beispiel 1 taten. Dieser Gesichtspunkt wird im Buch von I. G. PETROWSKI,
Vorlesungen iiber die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen, B. G.
Teubner, Leipzig 1954 (Ubersetzung aus dem Russischen), behandelt. Die an-
gedeuteten Unbequemlichkeiten bei der Untersuchung der Integralkurven hingen
damit zusammen, dafl wir ihre Gleichungen in expliziter Form y = @(x) oder
x = p(y) betrachten. Wenn wir zur Parameterdarstellung der Gleichungen der
Integralkurven iibergehen, d. h., wenn wir 2 und y als Funktionen eines Hilfs-
parameters ¢ betrachten, geht (14) in ein System von zwei Gleichungen fiir zwei
Funktionen z und y der unabhédngigen Verédnderlichen ¢ iiber:

dx dy

a_ Yy, a—x'

Die Integration von Systemen werden wir spéter behandeln.

Wir wollen noch die Gleichung (14) fiir @ = 1 betrachten. Aus (15) erhalten
wir 42 — 22 = 2C. Die Schar der Integralkurven enthéilt alle gleichseitigen Hyper-
beln und ihre Asymptoten y = +u.

3. Wir betrachten die Gleichung
dy .
A 1

dw Y (16)

Hier ist das Richtungsfeld auf der gesamten Ebene definiert. Die rechte Seite
von (16) ist stetig und besitzt eine stetige Ableitung nach y auf der gesamten
Ebene. Der Bereich B aus Satz A ist hier die ganze Ebene. Durch jeden Punkt
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in der Ebene verlduft genau eine Integralkurve, die in ihrem gesamten Verlauf
keine gemeinsamen Punkte mit anderen Integralkurven besitzt.

In der Gleichung (16) lassen sich die Verdnderlichen trennen, und das allgemeine
Integral hat die Form

1

~7310 oder (x +C)y = —1. 17

y =
Dies ist eine Schar von gleichseitigen Hyperbeln, die ihren Mittelpunkt in (—C, 0)
und die Asymptoten y = 0 und = —C haben. AuBlerdem hat (16) die Losung
y = 0. Die Gleichung (17) liefert zwei Integralkurven (zwei Hyperbeldste):

1 ..
y:—m fir —oco< < —C,
Y = ! fir —C<z< o
=730 ur. .

Die ersten fiillen fiir alle méglichen C, ohne sich zu kreuzen, die obere Halbebene
(y > 0) aus; die anderen fiillen die untere Halbebene (y < 0) aus.
Die Loésung y = 0 kann man formal aus der Losung (17) erhalten. Dazu ersetzt

1
man in der zweiten Formel von (17) C' durch T und multipliziert beide Seiten
mit C. Dies fithrt auf die Formel

(Cx+ 1)y = —C.

Fir C = 0 erhalten wir hieraus y = 0. Diese Gerade fiillt zusammen mit den
erwihnten Hyperbeln kreuzungsfrei die gesamte Ebene aus.

4. Die Differentialgleichung
dy

da

definiert, wie im Beispiel 3, auf der gesamten Ebene ein Richtungsfeld. Die Ver-
dnderlichen lassen sich trennen, und das allgemeine Integral ist gegeben durch

y=(z+0)p. (19)

Dies ist eine Schar kubischer Parabeln, die man aus der Parabel y = 23 durch
Parallelverschiebung lings der x-Achse erhdlt (Abb. 2).

Die Gleichung (18) besitzt auBlerdem die Losung y = 0 (die z-Achse), die man
aus der Formel (19) fiir keinen Zahlenwert von C erhalt. Man kann leicht zeigen,

daf fiir die Gleichungen (18) und dz _ % y—23 keine weiteren Losungen

existieren. dy

Wie schon gesagt wurde, definiert die Gleichung (18) auf der gesamten Ebene
ein Richtungsfeld. Die Ableitung der rechten Seite nach y, ndmlich 2y—1/3, existiert
jedoch nicht fiir y = 0 (sie wird dort unendlich gro8). Der Satz A gilt hier in zwei
getrennten Bereichen: in der oberen (y > 0) und in der unteren Halbebene (y < 0).
Diese Gebiete werden von den Parabeln (19) iiberdeckt. Durch jeden Punkt (x,, ¥,)
verlauft nur eine Parabel. Dahei ergibt sich die Konstante (' aus der Gleichung

yO = (x() + 0)3 Oder O 3 yya —_ xo .
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Durch den Punkt A(x,, 0) verlduft auller der Parabel noch die Lésung y = 0.
Fiir die Anfangsbedingung (z,, 0) geht hier die Eindeutigkeit der Losung verloren.
Wenn wir ein beliebig kleines Intervallz, — 6 < « < x, + 0 herausgreifen (Abb. 2),
ergeben sich in diesem Intervall vier Losungen der Gleichung (18):

a) der Parabelabschnitt BAC;
b) der Abschnitt DAE der x-Achse;

c¢) die Linie DAC, die aus dem Abschnitt DA der z-Achse und dem Parabel-
abschnitt 4C besteht;

d) die Linie BAE, die sich ausdem Parabelabschnitt B4 und dem Abschnitt AE
der z-Achse zusammensetzt.

Abb. 2

Alle diese Kurven geniigen einer Gleichung der Form y = ¢(x), wobei ¢(z) und
@’(x) stetig sind (ldngs dieser Linien #ndert sich der Winkel, den die Tangente
mit der z-Achse bildet, stetig). Diese vier Integralkurven und nur sie existieren
im Intervall xy —d < o < x, + 0 fiir ein beliebig klein gewéhltes festes 6 > 0.
Kurz gesagt, verlaufen durch den Punkt (zy, 0) ,,im kleinen vier Integralkurven.

Wenn wir einen beliebigen Punkt (,, 9,) der oberen Halbebene (y, > 0) be-
trachten, verlduft durch diesen Punkt eine einzige Parabel (19); diese schneidet
sich nicht mit den iibrigen Parabeln, so daB sie in ihrem gesamten Verlauf in der
oberen Halbebene keine gemeinsamen Punkte mit anderen Integralkurven der
Gleichung (18) hat (Eindeutigkeit in der oberen Halbebene).

Wenn wir uns jedoch auf einer solchen Parabel nach unten bewegen, bis wir
die z-Achse erreichen, so haben wir dort unendlich viele Moglichkeiten, diese
Integralkurve fortzusetzen: Wir konnen uns auf der gleichen Parabel weiter
nach unten bewegen, oder wir kénnen auf der z-Achse nach rechts gehen und
uns dann auf einer anderen Parabel nach oben bewegen (oder wir konnen nur auf
der z-Achse bleiben). Durch jeden Punkt der Ebene verlaufen also nicht, ,,im
kleinen®, sondern ,,im grofen‘ unendlich viele Integralkurven.

5. Homogene Differentialgleichungen. Eine Funktion ¢(z,y) heit homogene
Funktion nullten Grades oder einfach homogene Funktion, wenn sie nur vom Ver-

héltnis —Z— abhdngt, d. h., wenn ¢(z, y) = f (%—) gilt. Dies ist genau dann erfiillt,
wenn g(tx, ty) = @(x, y) ist {1, 1564].





