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I. Anfangsgriinde der Funktionentheorie

1. Funktionen einer komplexen Veridnderlichen. Bei der Behandlung der Diffe-
rential- und Integralrechnung haben wir vorausgesetzt, daB sowohl die unabhén-
gigen Variablen als auch die Funktionen nur reelle Werte annehmen. Bei der Dar-
legung der héheren Algebra haben wir nur die einfachsten Funktionen — die Poly-
aome — auch fir komplexe Werte der unabhingigen Variablen betrachtet. Das
Ziel des folgenden Kapitels ist nun die Ausdehnung der Elemente der Analysis
auf Funktionen einer komplexen Variablen.

Betrachten wir z. B. das Polynom

f(z2)=ayz"+a 2" 4. .-+ an,

wobei die a, gegebene komplexe Zahlen sind. Wir wollen annehmen, da auch die
unabhéngige Variable z beliebige komplexe Werte durchlauft; dann ist f(z) fir be-
liebige komplexe Werte z definiert. Das gleiche gilt fiir rationale Funktionen (soweit
der Nenner von Null verschieden ist)

O et = S onolbar
bozr £ byt p kb,

oder selbst fiir Ausdriicke mit Radikalen, wie z. B.

I/o—1

Im Kapitel VI des ersten Teiles haben wir die elementaren transzendenten
Funktionen fiir komplexe Werte der unabhéngigen Variablen angegeben. Fiir die
Exponentialfunktion gilt

e?=e*t W =¢%(cosy +isiny).

Mit Hilfe dieser Definition von e? lassen sich die trigonometrischen Funktionen

fiir komplexe Werte des Argumentes definieren:

: ="

Sinz=——0——;

eiz+e-iz
2

M ol

i

Co8z =

Fiir den natiirlichen Logarithmus einer komplexen Zahl hatten wir den Ausdruck
(2) logz=log|z| +1argz,
wobei |z | der Absolutbetrag ist und argz das Argument der Veranderlichen 2

1 Smirnow, Hohere Mathematik I11,2



2 1. Anfangsgriinde der Funktionentheorie
bezeichnet. Betrachten wir die zu (1) inversen Funktionen, so kommen wir zu
den Umkehrungen der Kreisfunktionen einer komplexen Variablen:

arc sinz, arc cosz, arc tgz, arc ctgz.

Man zeigt miihelos, da8 diese Funktionen durch Logarithmen ausgedriickt werden
konnen. Nehmen wir z. B.

i(ei2w+ l)’
so gilt
1(ef29 4 1)z=¢'2v—1
oder :
of20 — 1+1z

T I=%°

Multipliziert man Zéhler und Nenner mit 7 und logarithmiert, so erhalt man

1 i—z
w=arc t-gz=§;logi.+————z.
Entsprechend bekommt man, ausgehend von
' l'w_e-l'w
GO

eine quadratische Gleichung in e™:

e2¥—2qze 1 —0);

=4z 41 —22

dann gilt

und folglich

w=arcsinz=%log(iz+}/1—22),

wobei man beide Werte der Quadratwurzel beriicksichtigen muB.

Weiter werden wir sehen: Alle oben genannten elementaren Funktionen besitzen
als Funktionen einer komplexen Verdnderlichen eine Ableitung, d. h., fiir sie exi-
stiert ein endlicher Grenzwert des Quotienten

fz+42)—f()
Az 2

wenn die komplexe GréBe 4z gegen Null strebt. In diesem ersten Kapitel entwickeln
wir die Anfangsgriinde der Theorie der differenzierbaren Funktionen einer kom-
plexen Variablen. Wir werden sehen, daB sich diese Theorie einerseits durch auBer-
ordentlich groBe Klarheit und Einfachheit auszeichnet und andererseits breite An-
wendungen in vielen Gebieten der Naturwissenschaft und Technik hat. In diesem
Kapitel geben wir einen kurzen AbriB der Theorie selbst. Den Anwendungen sind
die folgenden Kapitel gewidmet. Wir hoffen, auf diesem Wege eine klarere und voll-
standigere Darstellung der theoretischen Grundlagen zu erreichen.

Im folgenden werden wir sehr oft von der geometrischen Deutung der komplexen
Zahlen Gebrauch machen, die wir schon in [I, 170] besprochen haben.

Wir erinnern kurz an die grundlegenden Ideen dieser Interpretation: Fithrt man
in der Ebene geradlinig-rechtwinklige Achsen OX, OY ein, so kann man entweder
jedem Punkt dieser Ebene zwei reelle Koordinaten z, y oder eine komplexe Ko-
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ordinate z + 1y zuordnen, wie wir es hernach auch tun werden. Die Ebene heiBt in
diesem Sinne Ebene der komplexen Verédnderlichen (kurz: komplexe Ebene), die
X-Achse die reelle und die Y-Achse die imaginire Achse. AuBer dieser Punktdar-
stellung der komplexen Zahlen werden wir in den folgenden Kapiteln hauptsich-
lich die Vektordarstellung benutzen, und zwar ordnen wir der komplexen Zahl
z + 7y den Vektor zu, dessen Komponenten in Richtung der Koordinatenachsen
gleich z bzw. y sind. Der Zusammenhang der beiden Darstellungen ist unmittelbar
klar; es gilt ndmlich folgendes: Dem Vektor, der vom Koordinatenursprung zum
Punkt mit der komplexen Koordinate z + 7y fiihrt, entspricht eben diese komplexe
Zahl z + 1y. Liegt ferner in unserer Ebene ein Vektor, dessen Anfangspunkt der
Punkt 4 mit der Koordinate a, + 7@, und dessen Endpunkt der Punkt B mit der

Koordinate b, + ib, ist, so entspricht diesem Vektor AB die komplexe Zahl, die
gleich der Differenz der Koordinaten des End- und des Anfangspunktes ist:
(by—ay) +1(by—a,).

Wir erinnern an einige friither behandelte Resultate [I, 171 und 172]:

Der Addition der komplexen Zahlen entspricht die geometrische Addition der
diesen Zahlen entsprechenden Vektoren. Der absolute Betrag einer komplexen
Zahl ist gleich der Lange des zugeordneten Vektors und das Argument gleich dem
Winkel, den der Vektor mit der X-Achse bildet. Andert sich die komplexe Variable
z, so bewegt sich der entsprechende Punkt in der Ebene.

Wir wollen sagen, dafl z= x + iy gegen den Grenzwert & = a + 1b strebt, wobei
a und b reelle Konstanten sind, wenn der Betrag der Differenz

la—z|=V(a—z)*+ (b—y)?

gegen Null strebt. Aus der angegebenen Relation folgt unmittelbar, da ja unter der
Wourzel eine nicht-negative Summe steht, daB | @ —z | — 0 gleichbedeutend mit

z—>a und y—>b
ist. Folglich ist i .
x -+ —>a+tb
gleichbedeutend mit
x—>a und y—b.

Dabei strebt offensichtlich der verdnderliche Punkt M, dem die Zahl z = z + iy
entspricht, gegen den Punkt 4 mit der Koordinate ¢ = a + b als Grenzlage.
Wie man miihelos zeigt, gelten fiir komplexe Veranderliche die iiblichen Sitze
iiber Summen, Produkte und Quotienten von Grenzwerten; damit werden wir
uns aber nicht aufhalten.

Wir merken noch an, daB aus der Definition des Grenzwertes folgt, da z — 0
gleichbedeutend mit | z | — 0 ist. Ferner gilt bei z - a offenbar |z| — | a|. Fiir kom-
plexe Variable gilt auch das Cavcrysche Kriterium fiir die Existenz des Grenz-
wertes. Sei z. B. eine abzéhlbare Folge von komplexen Zahlen

21 =2%; +1Y;;

1%
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vorgegeben. Die Existenz eines Grenzwertes z dieser Folge ist gleichbedeutend mit
derjenigen der Grenzwerte » und y der reellen Folgen x» und y»; fiir die Existenz
dieser Grenzwerte ist aber notwendig und hinreichend, da3 die absoluten Betrage
der Differenzen | zn —zn | und | Yn— ym| fiir geniigend groBe » und m beliebig klein
werden [, 31]. Beriicksichtigt man
l 2n—Zm | = V(xn = xm)2 + (yn _‘ym)2
und die Tatsache, daB3 unter der Wurzel eine nicht-negative Summe steht, so sieht
man, daB fiir die Existenz eines Grenzwertes der Folge z» notwendig und hin-
reichend ist, daB fiir alle hinreichend groBen n und m die Zahl |z, —zx| beliebig
klein gemacht werden kann. Genau gesagt, heit das: Zu beliebig vorgegebenem
positivem ¢ existiert ein N derart, daB | zs —zm | < £ ist, wenn nur » und m groBer
als N sind. Auch fiir den allgemeinen Fall einer komplexen Variablen bleibt alles
giiltig, was wir am Anfang des Abschnittes [25] von Teil I iiber reelle Variable
gesagt haben. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines
Grenzwertes der komplexen Variablen z ist die folgende [I, 31]: Es gibt zu be-
liebig vorgegebenem positivem & einen Wert der Variablen z derart, dal
| 2—2"" | < ¢ ist, sobald 2’ und z”” zwei beliebige Werte sind, die auf diesen Wert
von z folgen!). Weiter werden wir sagen, daB8 die komplexe Variable z gegen Un-
endlich strebt, wenn |z | — + oo gilt.
Wir gehen jetzt zur Betrachtung von Funktionen einer komplexen Variablen,

w=f(2),

iiber und treffen einige terminologische Verabredungen. Die Funktion f(z) kann
entweder in der ganzen Ebene oder nur in einem gewissen Bereich der komplexen
Ebene definiert sein, z. B. innerhalb eines Kreises oder Rechtecks oder Ringes usw.
Bei allen diesen Bereichen unterscheiden wir zwischen ihren inneren und ihren
Randpunkten. So sind z. B. bei einem Kreise mit dem Mittelpunkt im Koordinaten-
ursprung und dem Radius 1 die inneren Punkte durch die Bedingungen

|zl 18 oder 2 5=y 1
charakterisiert, und der Rand ist der Kreis

2= oder a2tz — 1.

Die charakteristische Eigenschaft der inneren Punkte ist, daf es zu ihnen stets eine
gewisse Umgebung gibt, die auch noch ganz dem Bereich angehort, d. h., ein Punkt
M ist innerer Punkt eines Bereichs, wenn dieser einen hinreichend kleinen Kreis
um M ganz enthélt. Die Randpunkte sind keine inneren Punkte des Bereichs, aber
in jeder beliebig kleinen Umgebung eines Randpunktes liegen innere Punkte. AuBer-
dem werden wir annehmen, daB unser Bereich nicht in getrennte Stiicke zerfallt,
oder, anders ausgedriickt, wir werden voraussetzen, daf je zwei beliebige Punkte
des Bereichs durch einen ganz in seinem Innern verlaufenden Weg verbindbar sind.
Im folgenden verstehen wir unter Gebiet nur die Gesamtheit der inneren Punkte eines
Bereichs. Wenn zum Gebiet auch der Rand hinzugenommen wird, so sprechen wir
von einem abgeschlossenen Bereich. Ferner heift ein Gebiet beschrinkt, wenn der Ab-
stand jedes seiner Punkte vom Nullpunkt unterhalb einer festen endlichen Grenze
liegt. Spéter geben wir noch eine schirfere Definition des Begriffes ,,Gebiet ‘.

1) Hier wird die Verdnderlicke ¢ als Funktion eines Parameters aufgefaBt, der eine geordnete Menge durchlduft;
auf deren Ordnung bezieht sich das,,folgen‘¢ (Anm. d. BRed.).
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Wir kehren nun zur Betrachtung der Funktion w = f(z) zuriick und nehmen an,
diese sei im Innern eines gewissen Bereiches B definiert, d. h., in allen Punkten z,
die in B liegen, nehme f(z) bestimmte komplexe Werte an (wir sprechen von eindeu-
tigen Funktionen). Sei z, ein (innerer) Punkt von B. Die Funktion f(z) heillt
im Punkt z, stetig, wenn f(z) — f(z,) fiir z— z, gilt, d. h. zu beliebig vorgegebenem
positivem ¢ ein positives 7 derart existiert, daB | f(z) — f(z,) | <& ist, wenn nur
| z—z,| <7 gilt. Eine Funktion heiBt stetigin B, wenn sie in allen Punkten von B
stetig ist. Es kann sein, daB die Funktion f(z) nicht nur im Innern von B, sondern
auch auf der Begrenzung ! des Gebietes, d. h. im abgeschlossenen Bereich B defi-
niert ist. Wir sagen dann, diese Funktion sei im abgeschlossenen Bereich stetig,
wenn sie in jedem Punkt von B stetig ist. Bei der Definition der Stetigkeitinirgend-
einem Punkt z, des Randes I muBl man beachten, daB der Punkt z auf beliebige
Weise gegen z, streben kann, dabei aber den abgeschlossenen Bereich B nicht ver-
lassen darf. Ebenso wie im Reellen gilt der Satz [I, 43]: Ist f(z) in einem beschrank-
ten abgeschlossenen Bereich stetig, so ist f(z) in diesem Bereich gleichmaBig stetig,
d. h., zu beliebig vorgegebenem positivem & existiert ein positives n derart, daf3
| f(z1) —f(2z5) | <€ ist, wenn nur |z;—z,| <7 gilt und z; und z, in diesem ab-
geschlossenen Bereich liegen. Wir zerlegen jetzt z und w = f(z) in Real- und
Imaginérteil und schreiben

2=z +y;
w=f(z)=u +w.

Die Vorgabe von zist gleichbedeutend mit der von z und y, und die Vorgabe von f(z)
mit der von % und v, d. h., wir kénnen % und v als Funktionen von z und y auffassen:

(3) w=[(z) =u(,y) +w(z,y).

Bei den elementaren Funktionen kann man diese Zerlegung in Real- und Imaginér-
teil mit Hilfe einfacher Operationen ausfiihren, z. B.

w=22=(z + 1y)2= (22— y?) + 1 2 xy.

Sei zy = 2y + 1yy; dann ist die Bedingung z—z, gleichbedeutend mit = — z,
und y — y,.
Aus der Definition der Stetigkeit im Punkte z, folgt, daB fir z — z,

1(2) = 1 (z0)

u (2, y) + 10 (2,y) = % (Zg, Yo) + ¥ (To» Yo)

oder

gelten muB, was gleichbedeutend mit

u (2, y) = % (Zg, Yo)
und

v (2, y) = v (Zo, Yo)

ist. Folglich ist die Stetigkeit von f (z) im Punkte z, gleichbedeutend mit der Stetig-
keit von % (z, y) und v (=, y) im Punkte (z,, ¥,)-

Trennt man Real- und Imaginarteil und benutzt die Stetigkeit der elementaren
Funktionen reeller Variabler, so iiberzeugt man sich davon, daB Polynome und die
Funktionen €, sin z, cos z in der ganzen komplexen Ebene stetig sind.
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Eine rationale Funktion ist iiberall stetig bis auf die Punkte z, fiir die ihr Nenner
verschwindet. Ebenso ist tg z iiberall stetig bis auf die Punkte z, in denen cos z
Null wird. Wie im Reellen sind Summe und Produkt endlich vieler stetiger
Funktionen wieder stetige Funktionen. Der Quotient zweier stetiger Funktionen
ist bis auf die Werte z stetig, fiir die der Nenner Null wird.

Wir beschiftigen uns zunéichst mit eindeutigen Funktionen, spater behandeln

wir auch mehrdeutige. Beispiele fiir letztere sind J/z— 1, die Funktion (2) und die
Umkehrungen der Kreisfunktionen.

2. Ableitungen. Sei f(z) im Punkte z und in allen Punkten, die geniigend nahe
bei z liegen, definiert. Als Ableitung /' (z) im Punkte z definiert man den Grenzwert

. fz+42)—f(2)
@ e are
Dabei muB dieser endlich und stets derselbe sein, wie auch der komplexe Zuwachs
Az gegen Null streben mag.

Man zeigt ebenso miihelos wie bei einer reellen Variablen, daB ein konstanter
Faktor vor das Ableitungszeichen gezogen werden darf und daB die iiblichen Dif-
ferentiationsregeln fiir Summen, Produkte und Quotienten [I, 47] gelten. AuBer-
dem beweist man leicht [I, 47], indem man den binomischen Satz anwendet, die
ibliche Regel fiir dic Differentiation der Potenzfunktion fiir positive ganze Ex-
ponenten:

(5) B = w2

Daher kénnen wir behaupten, daB ein Polynom in jedem beliebigen Punkt 2z
eine Ableitung besitzt. Ebenso haben die rationalen Funktionen iiberall eine
Ableitung bis auf diejenigen Werte z, fiir die der Nenner Null wird.

Ferner gilt die iibliche Regel fiir die Differentiation zusammengesetzter Funk-
tionen:

dw

(6) = F(w) = 1 Fw) o2,

wobei natiirlich vorausgesetzt ist, daB die beiden auf der rechten Seite der Glei-
chung stehenden Ableitungen existieren. Wie im Reellen folgt aus der Existenz
der Ableitung in einem gewissen Punkt auch die Stetigkeit von f (z) indiesem Punkt.

Die Funktion f(z) sei in einem gewissen Bereich B definiert und besitze in jedem
inneren Punkt von B eine Ableitung. Man sagt dann, f(z) sei innerhalb des Ge-
bietes B differenzierbar. Die Ableitung f’(z) ist innerhalb B ebenfalls eine ein-
deutige Funktion.

Wir fithren eine wichtige Definition ein: Eine Funktion f (z) heiBt reguldr (oder
holomorph) innerhalb B, wenn sie dort eindeutig ist und eine stetige Ableitung
f'(z) hat. Wir bemerken zunéchst, daB aus der Existenz der Ableitung auch die
Stetigkeit von f(z) in B folgt. Zuweilen sagt man, f(z) sei im Punkte z, regulér.
Das bedeutet, daB f(z) innerhalb eines gewissen Gebietes, das den Punkt z, im
Innern enthilt, regular ist.

Wir greifen nun auf Formel (3) zuriick, in welcher Real- und Imaginirteil sowohl
bei z als auch bei der Funktion f (z) getrennt sind, und stellen folgende Frage:
Welche Bedingungen miissen die Funktionen u(z, y) und »(z, y) erfiillen, damit
f (z) innerhalb des Gebietes B regular ist? Wir nehmen zunéchst an, f (z) sei inner-
halb B regular, und ziehen daraus Schliisse auf w(z, ¥) und v (z, ¥).
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Wie wir schon frither bei der Definition der Ableitung, deren Existenz wir vor-
aussetzen, erwihnten, kénnen wir den Zuwachs Az =42 + ¢4 y auf beliebige
Weise gegen Null streben lassen. Wir zeichnen in B einen gewissen Punkt M mit
der Koordinate z =z + 1y und einen variablen Punkt N mit der Koordinate
c+Adz=(x+Adx)+ ¢ (y+ 4 y) aus, wobei N gegen M streben moge.

Dann betrachten wir speziell zwei Fille, in denen wir N gegen M, d. h. 4z
gegen Null streben lassen.

Zuerst moge N auf einer zur z-Achse parallelen Geraden gegen M gehen, d.h.

(7) Ay=0 und dz=A4z
gelten.
Dann mége N auf einer zur y-Achse parallelen Geraden gegen M streben; da-
bei gilt
(8) Ar=0 und dz=1idy.
Nun bilden wir die Ableitung f’(z). Allgemein gilt

A4z
d4z—+0
R [u(z+ Az, y +dy) —u(2,y)] +i[v(z + 4z, y + dy) — v (z, 9)]
W Az + 14y K
Ay—0

Daher erhalten wir fiir den ersten Fall

L@+ dzy) —n@y)  vEtAny —v@y)

sl Az Az

4z—-0
Daraus ersieht man, daB Real- und Imaginérteil auf der rechten Seite der Glei-
chung Grenzwerte haben, d.h. die Funktionen u(z, y) und v (z, ¥) partielle Ab-
leitungen nach z besitzen miissen, und daB die Beziehung

’ du(z,y) , 0v(2Y)
(10) o= i
gilt.
Entsprechend bekommen wir fiir den zweiten Fall gemal (8) und (9) die Glei-
chungen

vin i 1 [u(zy4dy) —u(@y) | . v(=y+4y)—v(=Y)
oder
(11) fg =22l HEY

ay dy

Vergleichen wir die Ausdriicke (10) und (11) fir f’(z), so erhalten wir die Be-
dingungen
l ou(z,y) _ 9v(zY)

12 oz ay
(e |ov@y @y
oz G Y

denen die partiellen Ableitungen von u(z, y) und v (z, y) genligen miissen.
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Aus der Stetigkeit von f’(z) folgt auf Grund von (10) und (11) die Stetigkeit der
partiellen Ableitungen erster Ordnung der Funktionen u (z, ) und v (z, y). Die vor-
hergehenden Betrachtungen fithren uns zu dem Ergebnis: Fiir die Regularitit von
f (z) innerhalb Bist notwendig, daB folgende Bedingungen erfiillt sind: u(z, y) und
v (@, y) miissen innerhalb B stetige partielle Ableitungen erster Ordnung nach  und y
haben, und diese Ableitungen miissen den Relationen (12) geniigen. Wir zeigen jetzt,
daB diese Bedingungen fiir die Regularitit von f (z) im Gebiet B nicht nur notwendig,
sondern auch hinreichend sind. Wir nehmen also an, die hergeleiteten Bedingungen
seien erfiillt, und beweisen die Existenz der stetigen Ableitung f’(z). Beriicksichtigt
man die Stetigkeit der partiellen Ableitungen von % (z, ¥) und » («, ¥) nach 2 und y,
so kann man schreiben [I, 68]:

Ll

w(z + Az, y + Ay) —u (z, y) = = y)Ay+8IAz+E2Az/,

v (z,

e ) Az +0L(x y)Ay—L€3Ax+64Ay,

v(x + Az, y + dy) —v (2, y) =

wobei die & zusammen mit Az und 4y gegen Null streben. Bildet man mit Hilfe
der letztgenannten Ausdriicke den Zuwachs f(z + 4z)—f (z) der Funktion und
setzt ihn in die Beziehung (4) ein, so bekommt man

ou au [ Ov v : ;
/(z—}-Az)—f(z)_(E;Ax+d_yAy>+l<—¢9;Ax+@Ay)+(E‘+183)AI+(E’+2€‘)A
Az i Az +idy

Benutzt man die Bedingungen (12), dann kann man diese Relation in der Form

Ju 5 S0 .
e e o e Ty s
AP P Az +idy +£SAIJ—1A3/+ S Az +1dy

schreiben, wobei

e5=2¢ +1e; und e;—¢, 1 1€,

gleichzeitig mit Az gegen Null streben.
Man sieht leicht, daB die letzten beiden Summanden rechts ebenfalls gegen Null
gehen. Es gilt z. B.
l e | ) seokio| L7 g
5Az—}-sz € Y dz): + dy)®

Hier strebt der erste Faktor gegen Null, und der zweite ist nie groBer als Eins.
Man kann daher die vorige Formel in der Form

[+42)—f@) _ du(z,y) 3v(ﬂ=v

Az = oz gt +E7

schreiben, wobei &, gleichzeitig mit 4z gegen Null strebt, wiahrend die ersten
beiden Summanden der rechten Seite von Az unabhangig sind.

Es strebt also der Ausdruck (4) gegen einen bestimmten Grenzwert, der durch
(10) definiert ist. Daraus folgt, daB die obengenannten Bedingungen fir «(z,y)
und v (z, y) notwendig und hinreichend sind fiir die Regularitit von f (z) im Gebiet B.
Die Gleichungen (12) werden gewchnlich Cavcar- Riesany sche Differentialgleichun-
gen genannt.
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Wir sind diesen Gleichungen schon begegnet; sie miissen von Geschwindigkeits-
potential und Stromfunktion stationérer ebener Stromungen idealer inkom-
pressibler Fliissigkeiten erfiillt werden [II, 74]. Wir sehen also, dal die Grund-
gleichungen der Funktionentheorie gleichzeitig auch diejenigen fiir die Unter-
suchung hydrodynamischer Probleme sind. So ergeben sich zahlreiche wichtige
Anwendungen der Funktionentheorie auf die Hydrodynamik. Dariiber werden wir
im folgenden Kapitel sprechen.

Wir werden spiter folgende wichtige Tatsache beweisen: Ist eine regulére Funk-
tion vorgegeben, so besitzen w(z, y) und v (z, y) Ableitungen beliebiger Ordnung.
Differenziert man die erste der Gleichungen (12) partiell nach z, die zweite nach ¥
und addiert, so bekommt man

0w J*u

(13,) Fres + o7 —=(0)-

Entsprechend folgert man aus (12) miihelos
% 0%

(132) ﬂ? 0—1/2 =05

Daraus folgt, daB Real- wnd Imagindrteil einer reguldren Funktion f(z) die
Lapracesche Gleichung erfiillen miissen, d. h., sie miissen karmonische Funktionen
sein. Im folgenden Kapitel untersuchen wir auch eingehend den Zusammenhang
der Theorie der Funktionen einer komplexen Verdnderlichen mit der Larrace-
schen Gleichung.

Aus den Gleichungen (13) folgt: Wir konnen eine reguliare Funktion konstru-
ieren, indem wir ihren Realteil willkiirlich vorgeben, d.h. fir «(z, y) eine be-
liebige Losung der Gleichung (13;) nehmen; wir zeigen dann, dafl dadurch » (z, y)
bis auf eine additive Konstante bestimmt ist.

In der Tat folgt aus den Gleichungen (12)

ov av ou ou
also
ou ou
— —_— ==4 %
(14) v(z, y) f( % dx + P y) + C

Es bleibt nachzupriifen, dafl das Kurvenintegral nicht vom Weg abhiangt und
eine Funktion seiner oberen Grenze liefert [II, 71]. Wir erinnern daran, dafl man
die Bedingung fiir die Unabhéngigkeit eines Kurvenintegrals

J (Xdz + Ydy)

vom Wege in folgender Weise schreiben kann:
0X_ oY
Oy 0z °
Wenden wir dies auf das Integral (14) an, so bekommen wir
a ou’ d [du ou  FPu
AR i e e o
diese Bedingung ist aber nach Voraussetzung erfiillt, da wir fiir u(, y) eine har-
monische Funktion genommcn hatten Wir bemerken noch: Auch wenn u(z, y)



