W. 1. SMIRNOW
LEHRBUCH DER HOHEREN MATHEMATIK TEIL IV/2



W. 1. Smirnow, Lehrbuch der hoheren Mathematik

Teil I

unverdnderter Nachdruck der 16. Auflage 1990, 2004, 449 Seiten, 190 Abb., geb.,

ISBN-13 978-3-8171-1297-5 (ISBN-10 3-8171-1297-1)

Funktionale Abhingigkeit und Theorie der Grenzwerte — Der Begriff der Ableitung und seine
Anwendungen — Der Begriff des Integrals und seine Anwendungen — Reihen und ihre Anwen-
dung auf die ndherungsweise Berechnung von Funktionen — Funktionen mehrerer Verdnder-
licher — Komplexe Zahlen. Anfangsgriinde der hoheren Algebra und Integration von Funktionen

Teil 1T

unveridnderter Nachdruck der 17. Auflage 1990, 2005, 618 Seiten, 136 Abb., geb.,

ISBN-13 978-3-8171-1298-2  (ISBN-10 3-8171-1298-X)

Gewdohnliche Differentialgleichungen — Lineare Differentialgleichungen und ergiinzende Aus-
fiihrungen zur Theorie der Differentialgleichungen — Mehrfache und Kurvenintegrale. Vektor-
analysis und Feldtheorie — Anfangsgriinde der Differentialgeometrie — Fourierreihen — Partielle
Differentialgleichungen der mathematischen Physik

Teil I11I/1

12. Aufl. 1991, 283 Seiten, 3 Abb., geb.,

ISBN-13 978-3-8171-1299-9  (ISBN-10 3-8171-1299-8)

Determinanten und die Auflésung von Gleichungssystemen — Lineare Transformationen und
quadratische Formen — Elemente der Gruppentheorie und lineare Darstellung von Gruppen

Teil I11/2

unverdnderter Nachdruck der 13. Auflage 1987, 1995, 599 Seiten, 85 Abb., geb.,

ISBN-13 978-3-8171-1300-2 (ISBN-10 3-8171-1300-5)

Anfangsgriinde der Funktionentheorie — Konforme Abbildung und ebene Felder — Anwendun-
gen der Residuentheorie — Ganze und gebrochene Funktionen — Funktionen mehrerer Verinder-
licher und von Matrizen — Lineare Differentialgleichungen — Spezielle Funktionen der
mathematischen Physik — Reduktion von Matrizen auf kanonische Form

Teil IV/1

unverinderter Nachdruck der 6. Auflage 1988, 2004, 300 Seiten, 4 Abb., geb.,

ISBN-13 978-3-8171-1301-9  (ISBN-10 3-8171-1301-3)

Integralgleichungen — Variationsrechnung — Ergiinzungen zur Theorie der Funktionenrdume.
Verallgemeinerte Ableitungen. Ein Minimalproblem fiir quadratische Funktionale

Teil IV/2

unverdnderter Nachdruck der 12. Auflage 1989, 2006, 469 Seiten, 16 Abb., geb.,
ISBN-13 978-3-8171-1302-6  (ISBN-10 3-8171-1302-1)

Allgemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen — Randwertprobleme

Teil V

unverinderter Nachdruck der 11. Auflage 1991, 2005, 545 Seiten, 3 Abb., geb.,

ISBN-13 978-3-8171-1303-3 (ISBN-10 3-8171-1303-X)

Das Stieltjessche Integral — Mengenfunktionen und das Lebesguesche Integral — Mengenfunk-
tionen. Absolute Stetigkeit. Verallgemeinerung des Integralbegriffs — Metrische und normierte
Riume — Der Hilbertsche Raum

Das Gesamtwerk ist auch zum giinstigen Satzpreis erhéltlich:
W. 1. Smirnow, Lehrbuch der hoheren Mathematik
ISBN-13 978-3-8171-1419-1 (ISBN-10 3-8171-1419-2)



LEHRBUCH DER
HOHEREN MATHEMATIK

VON

W. I. SMIRNOW
MITGLIED DER AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

TEIL IV/2
Verlag
Harri
Deutsch J




Titel der Originalausgabe

B.U. CmupHos

Kypc BbicWen MaTemMaTnku,
Tom YetBepToin, YacTe BTOpas
WspaHne wectoe

Hayka, Mockea 1981

Bibliographische Information der Deutschen Bibliothek

Die Deutsche Bibliothek verzeichnet diese Publikation in der

Deutschen Nationalbibliographie; detaillierte bibliographische Daten sind
im Internet iiber <http://dnb.ddb.de> abrufbar.

ISBN-10 3-8171-1302-1
ISBN-13  978-3-8171-1302-6

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt.

Alle Rechte, auch die der Ubersetzung, des Nachdrucks und der Vervielfiltigung des
Buches — oder von Teilen daraus —, sind vorbehalten. Kein Teil des Werkes darf ohne
schriftliche Genehmigung des Verlages in irgendeiner Form (Fotokopie, Mikrofilm oder
ein anderes Verfahren), auch nicht fiir Zwecke der Unterrichtsgestaltung, reproduziert oder
unter Verwendung elektronischer Systeme verarbeitet werden. Zuwiderhandlungen

unterliegen den Strafbestimmungen des Urheberrechtsgesetzes.

Der Inhalt des Werkes wurde sorgfiltig erarbeitet. Dennoch tibernehmen Bearbeiter und
Verlag fiir die Richtigkeit von Angaben, Hinweisen und Ratschldgen sowie fiir eventuelle

Druckfehler keine Haftung.

Unveridnderter Nachdruck der 13. Auflage 1995, 2006

© Wissenschaftlicher Verlag Harri Deutsch GmbH, Frankfurt am Main, 1995, 2006

Druck: betz-druck GmbH, Darmstadt

Printed in Germany



Geleitwort des Verlages

Der Verlag Harri Deutsch hat zu erheblichen Teilen die Tradition iibernommen, wichtige
Titel des mathematisch-naturwissenschaftlichen Bereichs russischer Autoren in deutscher
Sprache weiterzufithren oder neu zu erschlieBen. So werden wir auch dieses schon klas-
sisch gewordene Lehrbuch der hoheren Mathematik weiter komplett lieferbar halten. Fiir
Hinweise auf Druckfehler und Verbesserungs- oder Erginzungsvorschlige der Benutzer
sind wir stets dankbar und erbitten diese an:

Wissenschaftlicher Verlag Harri Deutsch
Grifstralie 47

60486 Frankfurt am Main

E-Mail: verlag @harri-deutsch.de
http://www harri-deutsch.de/verlag/






Inhalt

I. Allgemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen

Differentialgleichungen erster Ordnung

Quasilineare Differentialgleichungen mit zwei unabhﬁngigen Veranderli-
chen . .

Das Cauchysehe Problem und dle Cha.ra.ktel lqtlken .
Quasilineare Differentialgleichungen mit beliebig vielen Verandel hchen .
Beispiele

Ein Hilfssatz

Nichtlineare leferenmalglelchungen erster Ordnung

Charakteristische Mannigfaltigkeiten

Die Cauchysche Methode RN

Das Cauchysche Problem

Die Eindeutigkeit der Lésung

Der singulére Fall

Nichtlineare leferentlalglelchungen mlt beheblg v1elen unabhanglgen
Verédnderlichen . .o
Vollstandiges, allgememes und smgulares Integral

Das vollsténdige Integral und das Cauchysche Problem

Beispiele .

leferentlalglelchungen rmt belleblg Vlelen Veranderhchen

Der Satz von Jacosrt

Systeme zweier leferenm&lglelchungen erster Ordnung

Die Methode von LAGRANGE und CHARPIT

Systeme linearer Differentialgleichungen

Vollsténdige und Jacobische Systeme

Die Integration vollsténdiger Systeme .

Die Poissonschen Klammern .

Die Methode von JacoBi1

Kanonische Systeme

Beispiele .

Die Majora,ntenmethode

Der Satz von S. KOWALEWSKAJA . .

Differentialgleichungen héherer Ordnung

Differentialgleichungen hsherer Ordnung

Die Typen der Differentialgleichungen zweiter Ordnung
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
Normalformen bei zwei unabhéngigen Verdnderlichen
Das Cauchysche Problem

Charakteristische Streifen .

Ableitungen héherer Ordnung .

Reelle und komplexe Charakterlstlken .



Inhalt

Die grundlegenden Séatze
Vorintegrale . .
Die Monge- Amperesche lefex entlalglelchung

Charakteristiken bei beheblg vielen unabhéngigen Veranderhehen .

Bicharakteristiken .
Der Zusammenhang mit einem Vanatlonsproblem
Ausbreitung von Unstetigkeiten

Starke Unstetigkeiten .

Die Riemannsche Integratlonsmethode
Charakteristische Anfangswerte

Existenzsdtze .

Die Formel der partlellen Integratlon und dle Greensche Formel
Die Methode von VOLTERRA

Die Formel von SOBOLEW

Die Formel von SOBOLEW (Fortsetzung)

Die Konstruktion der Funktion ¢ .

Allgemeine Anfangsbedingungen

Die verallgemeinerte Wellengleichung .

Die Wellengleichung fiir beliebig viele unabhang1ge Veranderhehe .

Die energetische Ungleichung

Der Eindeutigkeitssatz und der Satz uber dle stetlge Abhanglgkelt der

Losungen . .
Der Fall der We]lenglelchung

Der Satz tiber die Einbettung in den Raum stetlger Funktlonen und

einige seiner Folgerungen - .
Verallgemeinerte Losungen von Gle1chungen zwelter Ordnung

Uber die Existenz und Eindeutigkeit verallgemeinerter Losungen des

Cauchyschen Problems fiir die Wellenglelchung
Elliptische Differentialgleichungen

Systeme partieller Differentialgleichungen

Charakteristiken bei Systemen partieller Differentialgleichungen
Die kinematischen Kompatibilitdtsbedingungen
Die dynamischen Kompatibilitdtsbedingungen
Die Differentialgleichungen der Hydrodynamik .
Die Gleichungen der Elastizitidtstheorie
Anisotrope elastische Korper .
Elektromagnetische Wellen .
Starke Unstetigkeiten in der Elastlzltatstheorle .
Charakteristiken und grof3e Frequenzen .
Der Fall zweier unabhiéngiger Verénderlicher .
Beispiele

II. Randwertprobleme

§ 1.
74.

Randwertprobleme bei einer gewshnlichen Differentialgleichung

Die Greensche Funktion einer linearen Differentialgleichung zweiter

Ordnung

Uberfithrung in eine Integralglelchung

Die Symmetrie der Greenschen Funktion .
Eigenwerte und Eigenfunktionen des Randwertploblems .
Uber das Vorzeichen der Eigenwerte

Beispiele

137

141
144

146
150

155
156

160

160
164
166
167
170
172
173
178
181
183
185

188

188
191
193
194
196
197



Inhalt 9
80. Die verallgemeinerte Greensche Funktion 199
81. Die Legendreschen Polynome . . 204
82. Die Hermiteschen und Laguerreschen Funktlonen . 207
83. Differentialgleichungen vierter Ordnung . 208
84. Erweiterung des Entwicklungssatzes durch VV A STEKLOW . . 210
85. Rechtfertigung der Fouriermethode fiir die Warmeleltungsglelchung . 213
86. Rechtfertigung der Fouriermethode fiir die Schwmgungsglelchung 215
87. Die Eindeutigkeitssitze . 218
88. Extremaleigenschaften der Elgenwerte und Elgenfunktlonen 219
89. Ein Satz von COURANT 223
90. Ein asymptotischer Ausdruck fur d1e Elgenwerte 224
91. Ein asymptotischer Ausdruck fiir die Eigenfunktionen . 228
92. Das Ritzsche Verfahren . 230
93. Ein Beispiel von RiTz . 231
§ 2. Elliptische Differentialgleichungen 233
94. Das Newtonsche Potential . 233
95. Das Potential einer Doppelschlcht 236
96. Eigenschaften des Potentials einer emfachen Schl(,ht 243
97. Die Normalableitung des Potentials einer einfachen Schicht . 244
98. Die Normalableitung des Potentials einer einfachen Schicht (Fortset7ung) 247
99. Der direkte Wert der Normalableltung auf S e 248
100. Die Ableitung des Potentials einer einfachen Schicht nach einer behe-
bigen Richtung 251
101. Das logarithmische Potentlal . 255
102. Integralformeln und Parallelfléchen . 257
103. Folgen harmonischer Funktionen . 261
104. Formulierung der inneren Randwertprobleme fux dle Laplacec(he Glel
chung N 264
105. AuBere Probleme im ebenen Fall 266
106. Die Kelvintransformation . . 269
107. Die Eindeutigkeit der Lésung des Neumdnnschen Problems . 272
108. Losung der Randwertprobleme im dreidimensionalen Fall 275
109. Untersuchung der auftretenden Integralgleichungen . 277
110. Ubersicht iiber die Frgebnlsse zur Losbarkeit der betrac hteten Randwert—
probleme 281
111. Randwertprobleme in der Ebene . 282
112. Die Integralgleichung der Kugelfunkmonen 284
113. Das Wirmegleichgewicht eines Wirme ausstrahlenden Korpels 285
114. Das alternierende Verfahren von SCHWARZ . 286
115. Beweis des Hilfssatzes . 289
116. Das alternierende Verfahren von SCHWARZ (Fox tsetzung) 290
117. Sub- und superharmonische Funktionen . . 293
118. Einige Hilfssétze . . 296
119. Die Methode der Unter- und Oberfunktionen 297
120. Untersuchung der Randwerte . 300
121. Die Laplacesche leferentlalglelchung im n- dlmensmnalen Raum 304
122. Die Greensche Funktion des Laplaceschen Operators 305
123. Die Eigenschaften der Greenschen Funktion 307
124. Die Greensche Funktion fiir ebene Bereiche 310
125. Beispiele . . 314
126. Die Greensche Funktlon und dle mhomogene leferentlalglelchung 315
127. Eigenwerte und Eigenfunktionen . . 318
128. Die Normalableitung der Elgenfunktlonen . 322
129. Die Extremaleigenschaften der Eigenwerte und Elgenfunktlonen 323



10

Inhalt

130. Die Helmholtzsche Gleichung und das Ausstrahlungsprinzip

131. Der Eindeutigkeitssatz .

132. Die Prinzipien der Grenzamphtude und der Grenzabsorptlon

133. Randwertprobleme fiir die Helmholtzsche Differentialgleichung .

134. Die Beugung einer elektromagnetischen Welle . .

135. Der Vektor der magnetischen Feldstérke . .

136. Der Eindeutigkeitssatz tiber die Losung des Dlrlchletschen Problems fu1
elliptische leferentlalglelchungen

137. Die Differentialgleichung 4v —iv = ..

138. Ein asymptotischer Ausdruck fiir dle Elgenwerte

139. Der Beweis des Satzes aus [138] .

140. Lineare Differentialgleichungen allgememerer Gestalt

141. Der Greensche Tensor . .

142. Das ebene statische Problem der Elastlzltatstheorle .

143. Uber die Ergebnisse von SCHAUDER . .

144. Die verallgemeinerten Losungen der Klasse W2(D)

145. Die erste grundlegende (energetische) Ungleichung . . .

146. Der Raum W2 (D) und die zweite grundlegende Unglelchung . .

147. Einige Ausfuhlungen iiber Hilbertsche Réume und iiber Operatoren in
Hilbertschen Rédumen

148. Uber die Losbarkeit des Dlrlchletschen Problems im Raum W%(D)

149. Uber die Fredholmsche Losbarkeit des Dirichletschen Problems

150. Uber das Spektrum symmetrischer Operatoren

§ 3 Parabolische und hyperbolische Differentialgleichungen

151. Die Abhidngigkeit der Lésung der Wairmeleitungsgleichung von der
Anfangs- und Randbedingung sowie von der Stérfunktion . .

152. Die Potentiale der Wirmeleitungsgleichung im eindimensionalen Fall

153. Wairmequellen im mehrdimensionalen Fall

154. Die Greensche Funktion der Warmeleitungsgleichung

155. Anwendung der Laplacetransformation

156. Anwendung des Differenzenverfahrens .

157. Die Fouriermethode zur Lésung der Warme]eltungsglelchung .

158. Die inhomogene Differentialgleichung . .

159. Die Eigenschaften der Lésungen der Warmeleltungsglelchung

160. Die verallgemeinerten Potentiale einer einfachen Schicht und einer
Doppelschicht im eindimensionalen Fall .

161. Sub- und superparabohsche Funktionen . .

162. Parabolische Gleichungen in allgemeiner Gestalt Dle energemsche Un-
gleichung . . .

163. Die Fourier methode fur parabohsehe leferentlalglelchungen . .

164. Die zweite grundlegende Ungleichung und die Losbarkeit des ersten
Anfangs- Randwertproblems .

165. Hyperbolische Gleichungen in allgememel Gestalt Dle energemsche Un-
gleichung fiir das erste Anfangs-Randwertproblem . .

166. Die Fouriermethode fiir Gleichungen vom hyperbolischen Typus

167. Ein Randwertproblem fiir die Kugel

168. Die Schwingungen des Innengebietes einer Kugel

169. Untersuchung der Lésung . .

170. Das Randwertproblem der Telegraphenglexchung

Literaturhinweise .

Namen- und Sachverzeichnis .

325
327
328
330
335
337

338
341
345
350
357
358
360
362
365
369
371

378
381
385
390

395

395
397
400
401
402
406
409
411
414

416
421

422
426

430

433
436
440
444
447
449

452

467



I.  Allgemeine Theorie
der partiellen Differentialgleichungen

§1.  Differentialgleichungen erster Ordnung

1. Quasilineare Differentialgleichungen mit zwei unabhfingigen Verinderlichen.
Schon mehrmals sind bisher Differentialgleichungen aufgetreten, welche partielle
Ableitungen der gesuchten Funktion enthalten. Diese Differentialgleichungen, die
aus konkreten Problemen der mathematischen Physik hervorgingen, hatten stets
eine spezielle Gestalt. Das Ziel des vorliegenden Kapitels ist es, die Grundziige einer
allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen zu entwickeln. Dabei
beginnen wir mit der Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung.

Eine Differentialgleichung erster Ordnung mit einer einzigen gesuchten Funktion
% der unabhéngigen Verdnderlichen zy, ..., 2, hat die Gestalt

F(xy, ..., Zn, w, P1, ..., Pu) =0,
wobei die x; unabhéingige Verinderliche und die py =uz, die partiellen Ableitungen
der gesuchten Funktion nach diesen unabhéngigen Verdnderlichen bedeuten. Wir

behandeln zunichst Differentialgleichungen, die in bezug auf die partiellen Ab-
leitungen py linear sind, d. h. Differentialgleichungen der Gestalt

01(Z1, ooy Tpy ) P1L+ oo + (X1, ...y Ty U) Pr=0C(21, ..., Tn, U) , (1)

wobei die Koeffizienten a; und ¢ gegebene Funktionen der unabhingigen Ver-
anderlichen x; und der gesuchten Funktion « sind. Da die Funktion  in beliebiger
Weise in den Koeffizienten vorkommen kann, werden diese Differentialgleichungen
meist nicht lineare, sondern quasilineare Differentialgleichungen genannt. In diesem
Abschnitt wollen wir eine Differentialgleichung der Gestalt (1) im Fall zweier
unabhingiger Verinderlicher untersuchen. In diesem Spezialfall werden die
unabhiingigen Verdnderlichen gewdhnlich mit « und y und die partiellen Ableitun-
gen mit p = u, und ¢ =wu, bezeichnet. Wir untersuchen also die Differentialgleichung

a(@, y, w) p+b(x, y, u) g=c(, y, w) . (2)

Es sei daran erinnert, daB wir uns schon frither [II, 22] mit linearen partiellen
Differentialgleichungen beschéftigt haben. Damals haben wir gesehen, dafl die
Integration derDifferentialgleichung (2) der Integration eines Systems gewohnlicher
Differentialgleichungen #quivalent ist. Zu den frither erhaltenen Ergebnissen
fiigen wir jetzt einige neue hinzu, die sich fiir die spatere Untersuchung schwierigerer
Probleme als niitzlich erweisen werden.

Die gegebenen Funktionen a(z, y, u), b(z, y, u) und c¢(x, y, ) bestimmen im
x, y, u-Raum ein Richtungsfeld, und zwar gibt es in jedem festen Punkt dieses
Raumes eine Richtung, deren Richtungskosinus zu @, b und ¢ proportional sind.
Dieses Richtungsfeld bestimmt eine Schar von Kurven, deren Tangenten in jedem
Punkt die Richtung des Feldes in diesem Punkt besitzen. Man erhilt die Kurven-



12 I. Allgemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen

schar durch Integration des Systems
de  dy = du 3
a0 by W) @ s ) ©)

gewohnlicher Differentialgleichungen, das man auch, wenn man den gemeinsamen
Wert der drei Quotienten mit ds bezeichnet, in der Form

dx dy du
& :a’(x’ Y, u)’ '(E ——b(.’l}, Y, u)a £ _‘C(x; Y, ’LL) (4)

schreiben kann. Die Gré8en p, ¢ und —1 sind dem Richtungskosinus der Normalen
der gesuchten Fliche u =wu(x, y) proportional; die Differentialgleichung (2) bringt
zum Ausdruck, daf3

ap+bg+c(—1)=0

ist, die Normalen der gesuchten Fliche und die Feldrichtung also zueinander ortho-
gonal sind. Aus der Differentialgleichung (2) ergibt sich somit, da8 in jedem Punkt
der gesuchten Flache die durch das Richtungsfeld bestimmte Richtung in der Tan-
gentialebene der Fliche liegt. Die durch das Differentialgleichungssystem (4) be-
stimmten Kurven nennt man die charakteristischen Kurven oder die Charakteristiken
der Differentialgleichung (2). Stellt eine Fliche w=wu(z, y) den geometrischen Ort
fiir die Charakteristiken der Differentialgleichung (2) dar, wird also die Fliche von
Kurven I’ erzeugt, die dem Differentialgleichungssystem geniigen, so liegt in jedem
Punkt dieser Fliche die Tangente der Kurve I, die von diesem Punkt ausgeht,
in der Tangentialebene der Fliche. Folglich geniigt diese Fliche der Differential-
gleichung (2), d. h., sie ist eine Integralfléche dieser Differentialgleichung. Wenn so-
mit eine Fliche u=wu(x, y) von Charakteristiken der Differentialgleichung (2) erzeugt
wird, ist sie eine Integralfliche dieser Differentialgleichung.

Wir setzen voraus, dafl die Fliche u=wu(z, y) in jedem Punkt eine Tangential-
ebene besitzt und daf sich die Richtung der Fldchennormalen lings der Fldche
stetig dndert. Dies ist der Fall, wenn die Ableitungen erster Ordnung von u(z, y)
existieren und stetig sind.

Wenn wir im folgenden von einer Integralfliche sprechen, so nehmen wir an, da3
diese Fliche die soeben angegebene Eigenschaft besitzt. Allgemein nennen wir
Flichen mit dieser Eigenschaft glatt.

Wir haben soeben gezeigt, dal eine glatte Fliche, die eine Gleichung der Gestalt
w=1u(x, y) besitzt und von Charakteristiken erzeugt wird, eine Integralfliche ist.
Man kann zeigen, daB auch umgekehrt eine glatte Fliche mit Charakteristiken iber-
deckt werden kann, wenn sie die Differentialgleichung (2) erfillt, d. h., wenn sie eine
Integralfliche ist.

Geniigt namlich eine Flache S der Differentialgleichung (2), so liegt in jedem ihrer
Punkte die Richtung (a, b, ¢) in der Tangentialebene von S und liefert somit auf 8
ein Richtungsfeld. Integrieren wir die zu diesem Richtungsfeld gehorige gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung, so finden wir Kurven I’, die auf der Fliache S
liegen und dem Differentialgleichungssystem (4) geniigen. Als eine solche Differen-
tialgleichung erster Ordnung kann beispielsweise die Gleichung

dx dy
a(@, y, w)  bl, y, )

dienen, in der % durch den Ausdruck u=wu(z, y) der Flichengleichung zu ersetzen
ist. Wir nehmen an, dal der Existenz- und Eindeutigkeitssatz auf die Differential-
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gleichung anwendbar ist, wobei die Integralkurven I, ohne sich zu schneiden, ein
gewisses Gebiet D iiberdecken und die Funktion u=wu(x, y) in diesem Gebiet er-
klirt ist. Die Kurven !’ sind nun die Kurven auf S, deren Projektion auf die z, y-
Ebene die Kurven [ ergeben.

Bei der Untersuchung gewoéhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung
haben wir gesehen [II, 50, 51], daB die gesuchten Funktionen durch die Anfangs-
werte fiir einen gegebenen Wert der unabhéngigen Verianderlichen voéllig bestimmt
sind. Aus diesen Anfangsbedingungen lassen sich die willkiirlichen Konstanten
bestimmen, die im allgemeinen Integral vorkommen, falls wir dieses ermitteln
konnten. Die Losungen lassen sich aber auch ohne Kenntnis eines allgemeinen
Integrals durch Anfangsbedingungen bestimmen, und zwar mit Hilfe der Methode
der sukzessiven Approximation, die wir beim Beweis des Existenz- und Eindeutig-
keitssatzes benutzt haben [II, 51]. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung
(2) enthilt nicht willkiirliche Konstante, sondern willkiirliche Funktionen [II, 23],
und das Problem, die Losungen durch die Anfangsbedingungen zu bestimmen, 148t
sich in diesem Fall folgendermafen formulieren: Gesucht ist diejenige Integralfliche
der Differentialgleichung (2), die durch eine vorgegebene Kurve 1 im x,y, u- Raum
hindurchgeht. Bezeichnen wir mit A die Projektion der Kurve [ auf die x, y-Ebene, so
besteht das gestellte Problem darin, diejenige Losung der Differentialgleichung (2)
zu ermitteln, die in den Punkten der Kurve 4 vorgegebene Werte annimmt. Wir
skizzieren jetzt die Behandlung des Problems [II, 23]. Es sei My ein Punkt der
Kurve I. Wir benutzen seine Koordinaten als Anfangswerte der Funktionen, die
durch das Differentialgleichungssystem (4) bestimmt werden. Auf Grund des
Existenz- und Eindeutigkeitssatzes erhalten wir eine wohlbestimmte Charakteri-
stik, die durch diesen Punkt My hindurchgeht. Fiihren wir dies fiir jeden Punkt
der Kurve ! durch, so erhalten wir eine Schar von Charakteristiken; wir setzen
voraus, daBl diese eine Fliche S erzeugen, die durch u=wu(x, y) darstellbar sei.
Die Fliche geht durch die Kurve [ und ist somit eine Integralfliche der Differential-
gleichung (2).

Ein strenger Beweis fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung unseres
Problems erfordert einige Voraussetzungen iiber die rechten Seiten der Differential-
gleichungen (4) und einige wesentliche Einschrinkungen in bezug auf die Kurve [.
Ist beispielsweise die vorgegebene Kurve [ selbst eine Charakteristik, so fiihrt das
angegebene Verfahren zur Konstruktion der Charakteristiken durch die Punkte der
Kurve [ nicht zu einer Fliche, sondern nur zur Kurve [ selbst. In diesem Fall kann
es unendlich viele Losungen geben [II, 24]. Um dies nachzuweisen, legen wir durch
einen beliebigen Punkt von I eine Kurve /3, die keine Charakteristik ist. Wenn wir
durch die Punkte dieser Kurve die entsprechenden Charakteristiken hindurchlegen
(unter denen sich auch die vorgegebene Kurve [ befindet), erhalten wir unter be-
stimmten Voraussetzungen eine Integralfliche, die durch die gegebene Kurve I
hindurchgeht. Da nun /; beliebig gewahlt ist, kann das Problem unendlich viele
Losungen besitzen, wenn die gegebene Kurve / eine Charakteristik ist. Es kann auch
vorkommen, dafl das Problem iiberhaupt keine Losung hat. Dies gilt dann, wenn
die Charakteristiken, die durch die Punkte von / hindurchgehen, in der Umgebung
dieser Kurve keine Fliche erzeugen, die eine explizite Gleichung u =wu(z, y) besitzt,
wobei u(z, y) eindeutig und stetig ist und stetige Ableitungen erster Ordnung hat.
Das ist beispielsweise dann der Fall, wenn die fraglichen Charakteristiken eine
Zylinderfliche bilden, deren Erzeugenden zur u-Achse parallel verlaufen. Im folgen-
den Abschnitt untersuchen wir die Bedingungen, unter denen das gestellte Problem
eine wohlbestimmte Loésung besitzt.
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2. Das Cauchysche Problem und die Charakteristiken. Unter dem Cauchyschen
Problem versteht man gew6hnlich das im vorigen Abschnitt formulierte Problem,
diejenige Integralfliche der Differentialgleichung (2) zu bestimmen, die durch eine
gegebene Kurve ! geht. Um die Existenz und Eindeutigkeit der Losung dieses
Problems genau untersuchen zu konnen, benutzen wir den folgenden Satz aus der
Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen.

Satz. Sind die rechten Seiten der Differentialgleichungen des Systems

d
'aggf:fk(x: Y1, e Yn) (k=1,2,...,n) (5)

in dem Bereich, der durch die Ungleichungen
lxr—a|=4, |y —br] =B (k=1,2, ..., n) (6)

definiert ist, stetige Funktionen ihrer Argumente und existieren auferdem in diesem

Bereich stetige partielle Ableitungen % , S0 ist die nach dem Existenz- und Eindeutig-
. s

keitssatz durch beliebige Anfangswerte o, 43, ..., ys aus dem Innern des Bereiches (6)

bestimmte Losung

ykZ‘Pk(x, Z0, ?/(1), ceey yg) (k: 1’ 2) seey n)

des Differentialgleichungssystems (5) eine stetige Funktion ihrer Arqumente und
besitzt partielle Ableitungen Z/L: nach den Anfangswerten, die ebenfalls stetige Funktio-
s

nen ihrer Argumente x, %o, 43, ..., y5 sind.

Um unsere Ausfithrungen nicht zu unterbrechen, verschieben wir den Beweis
dieses Satzes auf einen der folgenden Abschnitte.

Wir kehren zur Lésung des Cauchyschen Problems zuriick und setzen voraus,
daf die Gleichung der Kurve [ in einer Parameterdarstellung

xo=xo(t), Yyo=1yo(t), 20=20(t) (fo=t=t) (7)

gegeben ist und daf die rechten Seiten der Differentialgleichungen (4) den Voraus-
setzungen des soeben formulierten Satzes in einem Bereich des =z, y, u-Raumes
geniigen, der die Kurve 7 im Innern enthdlt. Nehmen wir die Koordinaten der
Punkte von ! als Anfangswerte fiir s=0, so erhalten wir fiir hinreichend kleine s

x=x(s, %o, Yo, %0), y=1y(s, %o, Yo, o), % =u(s, %o, Yo, %o)
oder mit (7)
r=u(s, t), y=y(s, t), u=1u(s, t) (8)

als Losung des Differentialgleichungssystems (4).

Setzen wir noch voraus, da die rechten Seiten der Gleichungen (7) stetig nach ¢
differenzierbar sind, und benutzen den angegebenen Satz, so finden wir, daf} die
Funktionen (8) stetige Ableitungen nicht nur nach s, sondern auch nach ¢ besitzen.
Bei beliebig vorgegebenem ¢ aus dem Intervall fy<¢<t; sind die Funktionen (8)
fiir alle hinreichend kleinen s bestimmt. Die Funktionaldeterminante der ersten
beiden dieser Funktionen nach s und ¢ lautet

A=xgy; — Xpys - 9)

Fiir das Folgende ist wesentlich, ob diese Determinante von 0 verschieden ist
oder nicht. Wir betrachten zunédchst den Fall 4+0 lings der Kurve [ und darauf
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den Fall 4=0 ldangs /. Wir beginnen mit dem Fall
4%0 (lings der Kurve 1), (10)

d. h. 40 fiir s=0. Da die in 4 vorkommenden Ableitungen stetig sind, gilt
deshalb 4=0 auch in einer gewissen Umgebung des Anfangswertes s=0 und des
Wertes £, der zu einem beliebigen Punkt M von [ gehért. Demzufolge kann man die
ersten beiden Gleichungen (8) nach s und ¢ auflésen fiir alle  und ¥, die sich in einer
Umgebung der Koordinaten xg, o des Punktes M befinden. Diese Auflésung ist
eindeutig, und die erhaltenen Funktionen s(x, y) und #(z, y) haben stetige Ablei-
tungen erster Ordnung [11I/1, 19]. Setzen wir die Funktionen s(z, ) und ¢(z, y) in
die dritte Gleichung (8) ein, so erhalten wir in der erwdhnten Umgebung eine Funk-
tion u(z, y), die stetige Ableitungen erster Ordnung besitzt; die Fliche u =u(x, y)
enthilt dabei ein bestimmtes Stiick der Kurve /, das in der Umgebung von M liegt.
Aus den geometrischen Uberlegungen des vorigen Abschnittes geht unmittelbar

hervor, daB u(x, y) der Differentialgleichung (2) geniigt. Wir werden das auch noch
analytisch nachweisen.

Bemerkung. Wir haben die Losung u(x, y) nur in der Umgebung eines beliebig
vorgegebenen Punktes M der Kurve [ konstruiert; man sagt auch, es ist eine
lokale Lésung des Problems konstruiert worden. Unter gewissen Voraussetzungen
iiber die Koeffizienten a, b, ¢ und die Kurve ! kann man die Integralfliche auch
in einer gewissen Umgebung der ganzen Kurve [ konstruieren, d. h. fiir alle Punkte
(x, y), die der Kurve x=(t), y=yo(¢) in der x, y-Ebene hinreichend benachbart
sind. Hierbei nimmt man an, daf} die Ableitungen xo(¢) und yo(f) nicht gleichzeitig
verschwinden. Eine genaue Formulierung analoger Resultate geben wir im folgen-
den Abschnitt.

Die Existenz einer Loésung in einem vorgegebenen Bereich der z, y-Ebene im
GroBen nachzuweisen, ist d4uBerst schwierig. Man kann einen Bereich B der z, y-
Ebene und in ihm eine Funktion b(x, y) konstruieren, die Ableitungen jeder Ordnung
besitzt derart, daf fiir die Differentialgleichung

U +b(, y) uy =0

die Funktion =const die einzige Losung ist, welche stetige Ableitungen erster
Ordnung besitzt und im ganzen Bereich B existiert.

Jetzt zeigen wir, dall die konstruierte Funktion u(x, y) tatsichlich eine Losung
der Differentialgleichung (2) ist. Wenn wir die Kettenregel und die Beziehungen (4)
benutzen, erhalten wir

du

E:uxou—uyb .

Diese Beziehung gilt fiir alle s und ¢, die in einer Umgebung des Wertes s =0 und
desjenigen Wertes von ¢ liegen, der zu einem beliebigen Punkt M (o, yo, 20) der

d
Kurve [ gehort. Es ist aber d—ZZC; also erfiillt die Funktion u(z, y) fiir alle z, y in

einer Umgebung von u(z, y) die Differentialgleichung (2).

Zum Beweis der Eindeutigkeit braucht man nur zu zeigen, daB jede durch I ver-
laufende glatte Integralfliche u=wu(x, y) aus Charakteristiken erzeugt werden
kann. Wir bilden das System der beiden Differentialgleichungen

dx

d
T =l g, ulz y)), f;=b[w, Y w(x, y)] . (1)
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Nach unseren Voraussetzungen sind die rechten Seiten so beschaffen, daB fiir alle
x, y in einer Umgebung von 2o, yo der Existenz- und Eindeutigkeitssatz gilt. Da
die Integralfliche eine explizite Darstellung w=wu(, y) besitzt und durch das in
der Umgebung des Punktes M (o, yo, 20) verlaufende Stiick der Kurve / hindurch-
geht, sind die Koordinaten «, y verschiedener Punkte von /in der Umgebung von M
verschieden (wir nehmen an, daf3 [ doppelpunktfrei ist). Benutzen wir diese Koordi-
naten als Anfangswerte bei der Integration des Systems (11) und setzen wir die
erhaltenen Losungen in die Funktion 4 =u(x, y) ein, so erhalten wir eine Schar von
Kurven auf unserer Integralfliche. Lings dieser Kurven sind wegen (11) die ersten
beiden Differentialgleichungen (4) erfiillt. Es 148t sich leicht verifizieren, dafl auch
die dritte Differentialgleichung erfiillt ist. Denn wegen (11) erhalten wir
du

E:uxa—l—uyb .

d
Da aber u=wu(x, y) eine Integralfldche ist, also uza +uyb=c gilt folgt (—ig:c. So-

mit sind die konstruierten Kurven, welche die Fliache w=uwu(x, y) iiberdecken,
wirklich Charakteristiken. Also hat das Cauchysche Problem unter der Bedingung (10)
genau eine Losung. Auf die Frage der Eindeutigkeit gehen wir noch einmal bei der
Behandlung nichtlinearer Differentialgleichungen erster Ordnung ein.

Wir setzen nun voraus, daf lings der Kurve [, also fiir s=0,

A=wxgy; —xys=0 (12)
gilt.

Existiert in diesem Fall eine Integralfliche w=wu(z, y) mit stetigen Ableitungen
erster Ordnung, die durch die Kurve ! hindurchgeht, so muf} diese Kurve, wie wir
sogleich zeigen wollen, eine Charakteristik sein. Wenn wir davon sprechen, daf die
Fliache u =u(x, y) durch die Kurve I hindurchgeht, ist dies stets lokal zu verstehen,
d. h., wir betrachten nur eine gewisse Teilkurve von /.

Wir nehmen an, die Gréfien o und b seien lings I von O verschieden. Unter
Beriicksichtigung der ersten beiden Differentialgleichungen (4) lat sich die Be-
dingung (12) auch in der Gestalt

Xt _’y_g__ _

—=2=k  (s=0) (13)
schreiben, wobei mit k die beiden iibereinstimmenden Quotienten bezeichnet sind.
Es sei u =u(x, y) eine Integralfliche, die durch ! hindurchgeht. Setzen wir in u(z, y)
die Ausdriicke x=(t) und y =vo(t) ein, differenzieren nach ¢ und benutzen (13),
so erhalten wir i—;‘ = ugka +uykb. Da w =u(x, y) eine Losung der Differentialgleichung

d . .
(2) ist, ergibt sich daraus d—q: = kec. Diese Beziehung fiihrt gerade auf das Differential-
gleichungssystem

Lo _Ye _ W -
@ b ¢ (5=0),
aus dem hervorgeht, daB [ eine Charakteristik ist. Also gilt: Dafiir, daff im Fall A=0
eine Integralfliiche existiert, die durch eine Kurve | hindurchgeht, ist notwendig, daf
diese Kurve eine Charakteristik ist. Dann gehen durch die Kurve [, wie wir im vor-
hergehenden Abschnitt gesehen haben, unendlich viele Integralflichen hindurch.
Bei der Durchfiihrung des letzten Beweises war wesentlich, dal die Integral-
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fliche u =wu(x, y), die durch ! hindurchgeht, in den Punkten dieser Kurve stetige
Ableitungen besitzt. Es kann vorkommen, wie wir an einem Beispiel sehen werden,
daBl durch eine Kurve [, lings der 4=0 gilt, die aber keine Charakteristik ist,
trotzdem eine Integralfliche hindurchgeht; dann sind die partiellen Ableitungen
von %(z, y) in den Punkten von [ nicht mehr stetig, mit anderen Worten, [ ist eine
singuldre Kurve der Integralfliche. Ist [ keine Charakteristik, gilt aber 4=0
lings I, so bedeutet dies, dafl lings der Kurve

Te Yt U

a b e
ist.

Wir erwihnen noch eine Besonderheit des Systems (4). Der Hilfsparameter s
kommt auf der rechten Seite der Gleichungen nicht vor, so dafl eine der willkiir-
lichen Konstanten als additiver Summand bei s auftritt. Diese willkiirliche Kon-
stante spielt keine wesentliche Rolle und bedeutet nur, dal der Anfangswert s
willkiirlich gewédhlt werden kann. Somit treten bei der Integration dieses Systems
nur zwei wesentliche willkiirliche Konstanten auf. Man erkennt dies sofort, wenn
man das Differentialgleichungssystem (4) in der Form (3) darstellt.

Wir erinnern daran, daB sich die inhomogene quasilineare Differentialgleichung
(2) in eine homogene lineare Differentialgleichung iiberfithren 148t, wenn wir die
Losung in der impliziten Form [II, 21]

o, y, w)=C (14)

suchen, mit einer willkiirlichen Konstanten C. Auf Grund der Differentiationsregel
fiir implizite Funktionen gilt

Pz Py
Uy = — — N = ——,
“ Pu %y Pu
und die Differentialgleichung (2) fithrt auf die homogenelineare Differentialgleichung

Das zugehorige System gewohnlicher Differentialgleichungen ist das System (3).
Sind ¢1(%, y, u) =C1, g2(x, y, w)=Cs zwei unabhingige Integrale dieses Systems,
so ist auch die Funktion ¢ = F(¢1, @2), wobei F eine willkiirliche Funktion ihrer
Argumente bedeutet, eine Losung der Differentialgleichung (15). Wir haben ge-
sehen, in welcher Weise aus den Nebenbedingungen des Cauchyschen Problems
die Gestalt dieser Funktion bestimmt werden kann [II, 24].

Die angestellten Uberlegungen geben zu folgender Frage Anla. Wir suchten die
Losung der Differentialgleichung (2) aus der Gesamtheit von Lésungen, welche
durch eine implizite Gleichung der Gestalt (14) gegeben werden, in der eine will-
kiirliche Konstante C auftritt. Es ist leicht zu zeigen, da uns auf diesem Wege keine
einzige Losung unserer Differentialgleichung verlorengeht. Da die Anfangswerte
im Cauchyschen Problem willkiirlich sind, konnen wir ndmlich annehmen, daf jede
Loésung unserer Differentialgleichung in einer ganzen Schar von Losungen vorkommt,
deren Anfangswerte eine willkiirliche Konstante enthalten. Losen wir nach dieser
willkiirlichen Konstanten auf, so konnen wir uns davon iiberzeugen, daf wir jede
Losung aus einer Gleichung der Gestalt (14) erhalten kénnen. Uns kénnten nur die-
jenigen (singuliren) Losungen verlorengehen, die wir nicht durch die angegebene
Konstruktion der Lésung des Cauchyschen Problems erhalten kénnen. Solche
Losungen kann es nicht geben, wenn die Funktionen ¢, b und ¢ gewisse allgemeine
2 Smirnow IV/2
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Bedingungen erfiillen. Diese Betrachtungen sind rein formaler Natur, und wir
werden auf exaktere Formulierungen nicht eingehen.

3. Quasilineare Differentialgleichungen mit beliebig vielen Verinderlichen. Wir
behandeln jetzt die quasilineare Differentialgleichung mit beliebig vielen unab-
héngigen Veridnderlichen

@1(Z1, ey Ty W) PLAF oo FAu(21, -ony Ty w) Pn=c(21, ..., Ty, U) . (16)

Dabei setzen wir stets voraus, dafl die Koeffizienten ay, ag, ..., an fiir die betrachte-
ten Werte der Verianderlichen i, %s, ..., 5, 4 nicht gleichzeitig verschwinden,
d.h., daB o +a3+ ... +a2=0 ist. Bei der Untersuchung der Differentialgleichung
(16) bedienen wir uns einer geometrischen Terminologie in Analogie zum dreidi-
mensionalen Raum. Im vorliegenden Fall haben wir es mit einem (n+1)-dimen-
sionalen Raum mit den Koordinaten xy, ..., Zy, % zu tun. Unter einer m-dimensionalen
Mannigfaltigkeit verstehen wir in diesem Raum eine Gesamtheit von Punkten,
deren Koordinaten sich durch m willkiirliche Parameter ausdriicken lassen (m=mn):

= 2k(t1y ooy tm), U=u(t1, s tm) (k=1,2,...,n).
Dabei nehmen wir an, daB sich jeweils m dieser Gleichungen nach ¢, ..., t,, auf-
16sen lassen. Fiir m =n ergibt sich eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, die wir
eine Fliche nennen. Benutzen wir die GréBen i, ..., @y als Parameter, so haben wir
eine explizite Gleichung fiir die Flache in der Form u =u(zy, ..., %»). Diese Gestalt
muB gerade die Gleichung einer Integralfliche der Differentialgleichung (16) haben.
Fiir m =1 heiBt die entsprechende eindimensionale Mannigfaltigkeit eine Kurve des
(n+1)-dimensionalen Raumes.

Die Charakteristiken der Differentialgleichung (16) definieren wir durch das
Differentialgleichungssystem
d

%%kzak(xl, ey Xy U), %:c(xl, ey Ty U) (17)
in dem s einen Parameter bezeichnet. Jede Losung dieser Gleichungen, mit Aus-
nahme der Lésungen, in denen alle 2 und » konstant sind, liefert eine Kurve des
(n+1)-dimensionalen Raumes. Eine Losung, in der alle 2; und % konstant sind,
kann aber wegen a3 +... + a2 =0 nicht existieren. Die Koordinaten dieser Kurven
lassen sich durch den Parameter s ausdriicken. Um aus diesen Kurven eine Fliche
zu konstruieren, miissen wir von einer Kurvenschar ausgehen, die von n—1 will-
kiirlichen Parametern abhédngt. Im allgemeinen erhéilt man daraus eine Gesamtheit
von Punkten, die von n Parametern abhingt. Wenn eine glatte Fliche u =u(xy, ..., %p)
von einer Schar von Charakteristiken erzeugt wird, die von n—1 Parametern abhingt,
ist sie eine Integralfliche der Qleichung (16). Denn differenzieren wir u(xy, ..., )
nach s und benutzen die Differentialgleichungen (17), so erhalten wir

du 2
'(g :k§1 'llzxk(lk -
Auf Grund der letzten Differentialgleichung (17) folgt aber hieraus die Differential-
gleichung (16). Umgekehrt kann jede glatte Integralfilche uw=u(%1, ..., ¥z) von einer
Schar von Charakteristiken erzeugt werden, die von m—1 Parametern abhingt.
Denn ist eine Integralfliche w=wu(xy, ..., #z) gegeben, so kénnen wir die a3 aus
dem Differentialgleichungssystem

dzg

E:ak[xl, weey Ty W21, ooy Tp)] (k=1, 2, ..., n) (18)
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bestimmen, dasunsn — 1 willkiirliche Konstanten liefert. Die willkiirliche Konstan-
te, die additiv zu s hinzutritt, spielt keine wesentliche Rolle. Setzen wir die Lo-
sung des Differentialgleichungssystems (18) in die rechte Seite von u=wu(a;, ..., x)
ein, differenzieren nach s und benutzen die Differentialgleichungen (16) und (18),
so finden wir, dal » die letzte der Differentialgleichungen (17) erfiillt.

Wie in [2] nehmen wir an, dafl die Funktion % =wu(z;, ..., ;) und die Funktionen
auf den rechten Seiten der Differentialgleichungen (17) stetige Ableitungen erster
Ordnung besitzen.

Das Cauchysche Problem fiir die Differentialgleichung (16) besteht in der Be-
stimmung derjenigen Integralfliche, die eine vorgegebene (n—1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit

xk:xk(tlﬁ eeey t'ﬂ*l): u:u(tl) eeey tﬂ"‘l) (k: 1’ 2) eeey YL) (19)

enthilt; dabei sollen die rechten Seiten dieser Gleichungen in einem Bereich D des
(n —1)-dimensionalen Raumes der {, ..., {,—1 stetig sein und stetige partielle
Ableitungen erster Ordnung besitzen. Py

Wir setzen voraus, dafl der Rang der Matrix, die ausden Ableitungen A * besteht,

gleich n—1 ist und daBl verschiedenen Systemen von Werten ¢y, ..., {1 ver-
schiedene Punkte (i, ..., #z) entsprechen. Weiterhin setzen wir, wie bereits
erwahnt wurde, voraus, dall die Koeffizienten ag(z, ..., Zn, ) und c(2i, ..., Zn, %)
in einem Bereich des Raumes, der die Mannigfaltigkeit (19) im Innern enthilt,
stetige Ableitungen erster Ordnung besitzen.

Insbesondere kann die Anfangsbedingung beim Cauchyschen Problem darin
bestehen, daBl die gesuchte Funktion u fiir einen vorgegebenen Wert einer unab-
hingigen Verdnderlichen als Funktion der iibrigen Verdnderlichen gegeben ist,

u]xl:xflo) =<p(x2, eeey Zn) . (20)
Die Losung des Problems erfolgt wie im Fall zweier unabhédngiger Verédnder-

licher. Die Ausdriicke (19) benutzen wir als Anfangsbedingungen bei der Integration
des Differentialgleichungssystems (17). Damit erhalten wir eine Losung der Gestalt

T =Xk(S, t1y oevy tn—1), u=u(S, t1, ..., tn—-1) - (21)
Im folgenden spielt die Determinante

or1 02 0xy
g _a; ese —a_s—
0ry  0x2 ry,
Ad=| 9t,  otr 7 oty (22)
ox1 Ox2 0T,
Olp—1 dtp—1 Oln—1

eine wesentliche Rolle, die wir mit Hilfe der Differentialgleichungen (17) in der
Gestalt

a1 az ... Qp
A= oty oty T o (23)
0r1  Jxa . 0xy

2%
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schreiben konnen. Ist diese Determinante auf der Mannigfaltigkeit (19), d. h. fiir
s=0, von 0 verschieden, so lassen sich die ersten n Gleichungen von (21) nach
8, t1, ..., tn—1 auflosen. Setzen wir diese Losung in die letzte der Gleichungen (21)
ein, so erhalten wir eine Integralfliche der Differentialgleichung (16). In diesem
Fall kann das Cauchysche Problem keine weiteren Losungen besitzen. Dies alles
148t sich ebenso beweisen wie im Falle zweier unabhéngiger Veridnderlicher.

Nun betrachten wir den Fall, daBl die Anfangsbedingung die Form (20) hat,
und nehmen an, daf} die xg, ..., z, jetzt die Rolle der Parameter #y, ..., #,—1 spielen.
Dabei wollen wir noch voraussetzen, daff die Differentialgleichung linear und die
Determinante (23) auf unserer Mannigfaltigkeit von O verschieden ist. Wegen
—ggf =0 fiir p+q und g%z: 1 ergibt sich 4=a3=+0. Dividieren wir die Differential-
gleichung durch den Koeffizienten a;, so gelangen wir zu der Differentialgleichung

P1+a2(Z1, ooy Tn) P2+ oo +ap(X1, ..oy Tn) Po=b(21, ..., L) u+c(, ..., Ty) .(24)
Wir setzen noch voraus, dal} die Koeffizienten az, b und ¢ fiir « = 2; = § und beliebige
reelle Werte von g, ..., , stetig sind und stetige partielle Ableitungen erster
Ordnung nach g, ..., ¥, besitzen und daB ferner die Koeffizienten fiir diese Werte
der Verinderlichen beschrinkt sind: |ax| =M, |b|=M, |c|=M.
Wihlen wir x; als unabhingige Veridnderliche, so konnen wir das Differential-
gleichungssystem (17) in der Gestalt

dxk

m:ak(xl, vy ) (k=2, .., n), (25)

du =b(x ) u+c(x Zp) (26)

dm 1+ Xn) U 15 +oes T =
schreiben.

Es sei 2{” ein Anfangswert von 2; aus dem Intervall [«, ]. Wir integrieren das
Differentialgleichungssystem (25) mit beliebigen Anfangsbedingungen

0
:vklz,1=x£o) =" (k=2,...,m).

Aus |ax| = M folgt, daB die Losungsfunktionen x; des Differentialgleichungs-

d . . .
systems (25) beschrinkte Ableitungen besitzen, I az—’: = M. Damit bleiben auch die

Loésungen ay selbst dem absoluten Betrag nach beschriankt: e — 2| =M (B—w).
Durch Anwendung der Methode der sukzessiven Approximation [IL 51] kénnen
wir uns leicht davon tiberzeugen, dafl die Losungen

Zk:(pk(xl, .Iigo), 11150), ceey xff))) (k=2, eeey n) (27)

auf dem ganzen Intervall a=z;=pg fiir beliebige Anfangswerte o0 (k=2, ..., n)
existieren. Wir kénnen sagen, daf3 diejenige Integralkurve, die durch den Punkt
Ao, 2, ..., 2) geht, auch den Punkt A(x1, @2, ..., ¥5) enthilt, dessen Koordina-
ten durch (27) bestimmt sind. Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes gilt: Wihlen
wir den Punkt 4 als Anfangspunkt, so geht die zugehorige Integralkurve durch
den Punkt A4y. Hieraus folgt, daB die Gleichungen (27) fiir beliebige w; nach
2", ..., «” auflosbar sind, wobei die Losungen die Gestalt

x/((O) :(pk(x(imf X1, X2y ooy xﬂ) (k:27 MR n) (271)
haben.



