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Aus dem Vorwort zur russischen Ausgabe

In der modernen mathematischen Physik sind die Funktionen einer reellen Ver-
dnderlichen, verschiedene Funktionenriume und die allgemeine Theorie der Opera-
toren von grofler Bedeutung. Diesen Fragen ist im wesentlichen das vorliegende
Buch gewidmet, das aus der im Jahre 1947 erschienenen ersten Auflage ent-
standen ist.

Die Theorie der Funktionen einer reellen Verénderlichen in diesem Buch umfaft
die Theorie des klassischen Stieltjesschen Integrals, des Lebesgue-Stieltjesschen
Integrals und die Theorie der volladditiven Mengenfunktionen.

Im ersten Kapitel ist die Theorie des klassischen Stieltjesschen Integrals darge-
legt. Ferner wird eine allgemeinere Definition des Stieltjesschen Integrals tiber ein
Intervall beliebiger Art angegeben; diese Definition basiert auf der Ubereinstim-
mung des entsprechenden oberen und unteren Darbouxschen Integrals bei der Zer-
legung des Grundintervalls in beliebige Teilintervalle. Als Beispiel fiir das klassische
Stieltjessche Integral werden die Fourier-Stieltjesschen und die Cauchy-Stieltjes-
schen Integrale betrachtet und fiir diese Integrale Umkehrformeln aufgestellt.
Auch wird das Stieltjessche Integral fiir den Fall einer Ebene definiert. Wir stu-
dieren ferner den Raum C der stetigen Funktionen und geben die allgemeine Form
der linearen Funktionale auf diesem Raum an.

Das zweite Kapitel enthdlt Grundziige der metrischen Theorie der Funktionen
einer reellen Verdnderlichen und die Grundlagen des Lebesgue-Stieltjesschen
Integrals. Die ganze Theorie wird am Fall der Ebene erklirt, und es wird gezeigt,
wie diese Theorie auf den n-dimensionalen euklidischen Raum iibertragen werden
kann. Die Maftheorie wird fiir eine beliebige, nichtnegative, additive und normale
Funktion aufgebaut, die auf halboffenen zweidimensionalen Intervallen gegeben
ist. Das Lebesgue-Stieltjessche Integral einer beschrinkten Funktion wird definiert
mit Hilfe der Ubereinstimmung des oberen und des unteren Darbouxschen Inte-
grals bei Zerlegung der zugrunde gelegten meBbaren Menge in meBbare Teil-
mengen. Am SchluB8 des zweiten Kapitels wird ausfiihrlich auf den ProzeB der
Mittelung von Funktionen und auf die Eigenschaften der Mittelfunktionen unter
gewissen Forderungen fiir den Mittelungskern eingegangen. Dieser Proze8 wird im
weiteren Verlauf der Ausfiihrungen oft benutzt.

Im dritten Kapitel werden die volladditiven Mengenfunktionen behandelt. Nach
dem Beweis der ersten Sétze dieser Theorie wird (zunichst ohne Beweis) ein Satz
angegeben, der die Zerlegung einer volladditiven Mengenfunktion in einen singu-
liren und in einen absolut stetigen Summanden betrifft, und die mit dieser Zerle-
gung verkniipften grundlegenden Tatsachen werden erliutert. Der Fall einer unab-
hiingigen Veridnderlichen wird eingehend untersucht. Im allgemeinen Fall betrach-
ten wir eine absolut stetige Mengenfunktion und geben eine Formel fiir die Varia-
blensubstitution im mehrdimensionalen Lebesgue-Stieltjesschen Integral an. Am
"‘Schluf} des dritten Kapitels wird dann der Satz iiber die Zerlegung einer volladdi-
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tiven Mengenfunktion in zwei Summanden bewiesen. Fiir den mehrdimensionalen
Fall fiihren wir dann den Begriff des Hellingerschen Integrals ein und untersuchen
seine Eigenschaften. Insbesondere wird der Zusammenhang zwischen dem Hellinger-
schen und dem Lebesgue-Stieltjesschen Integral erwdhnt und auf den Fall des ein-
dimensionalen Hellingerschen Integrals ausfiihrlich eingegangen. Samtliche am
SchluBl dieses Kapitels gefithrten Beweise stiitzen sich auf die vorhergehenden
Untersuchungen der Eigenschaften volladditiver Mengenfunktionen [78, 79].

Das vierte Kapitel enthilt die Grundziige der Theorie der metrischen und der
normierten Riaume und aulerdem eine ausfiibrliche Darlegung der verallgemeiner-
ten Ableitungen, der Einbettungssatze fiir verschiedene Funktionenrdume und der
Theorie der Funktionale im Raum der stetig differenzierbaren Funktionen. Diese
Fragen sind mit den bekannten Sobolewschen Untersuchungen verkniipft.l) Die
verallgemeinerten Ableitungen werden zweimal definiert, und zwar mit Hilfe der
Formel fiir die partielle Integration und durch das AbschlieBen der Funktionen
mit stetigen Ableitungen, wobei dann die Aquivalenz dieser beiden Definitionen
nachgewiesen wird. Der Fall sternformiger Gebiete wird gesondert betrachtet.
Ferner werden die vollstindigen normierten Funktionenrdume W@ (D) und W (D)
eingefiihrt; der Raum W{(D) besteht aus denjenigen Funktionen g(x), die in einem
Gebiet D definiert sind und verallgemeinerte I-te Ableitungen haben, wobei ¢(x)
nebst allen Ableitungen zu Ly(D) gehért; der Raum W{(D) enthilt diejenigen
Funktionen ¢(z), die alle verallgemeinerten Ableitungen bis einschlieflich [-ter
Ordnung besitzen. Dann wird gezeigt, daB die Riume W®(D) und W{(D) fiir eine
umfangreiche Klasse von Gebieten D ein und dieselben Funktionen enthalten und
daf} die in ihnen eingefithrten Normen #dquivalent sind. Ferner lassen sich fiir den
Raum Wpy(D) verhiltnismiBig einfach Sdtze beweisen, die Spezialfille der Ein-
bettungssitze fir WP(D) sind. Nach der Formulierung der Einbettungssitze wird
(in Kleindruck) ihr Beweis mit Hilfe der Sobolewschen Integraldarstellung ange-
geben. Der hier behandelte Stoff findet sich auch in der in der FuBnote zitierten
Monographie.

Das fiinfte und letzte Kapitel bringt die allgemeine Theorie des Hilbertschen
Raumes (zunichst nur fiir beschrinkte Operatoren). Hier werden die Fredholm-
schen Sétze fiir lineare Gleichungen mit vollstetigen Operatoren bewiesen; fiir nor-
mierte Riume sind diese Sitze ohne Beweis notiert. Ferner werden fiir selbstadjun-
gierte Operatoren auf einem kontinuierlichen Spektrum die entsprechenden Inte-
graldarstellungen durch Differentiallésungen mit Hilfe von Hellingerschen Inte-
gralen angegeben und Beispiele fiir die Anwendung der allgemeinen Theorie der
beschrinkten Operatoren aus I, und L, betrachtet. Der letzte Paragraph dieses
Kapitels ist der Theorie der nicht beschrinkten Operatoren im Hilbertschen Raum
gewidmet. Nachdem die allgemeinen Sétze bewiesen sind, werden zahlreiche Bei-
spiele fiir Differentialoperatoren mit einer und mit mehreren unabhingigen Ver-
inderlichen angegeben. Nach der allgemeinen Theorie der Erweiterungen abge-
schlossener symmetrischer Operatoren werden speziell halbbeschrinkte Operatoren
und insbesondere ihre Friedrichssche Erweiterung untersucht.

Bei der Zusammenstellung dieses Buches habe ich auBer speziellen Arbeiten meh-
rere Biicher benutzt, in der Hauptsache: W. I. GLIWENKO, Das Stieltjessche Inte-

1) Vgl. S. L. SoBoLEw. Einige Anwendungen der Funktionalanalysis in der mathe-
matischen Physik. In dieser Monographie werden die hier erwéhnten Fragen behandelt.
(Beziiglich des Erscheinungsortes und -jahres dieses Buches und weiterer im folgenden
zitierter Werke vgl. das Literaturverzeichnis am Schlufl des Buches.)
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gral; I. P. NaTansoN, Theorie der Funktionen einer reellen Verdnderlichen;
S. Saxks, Théorie de ’intégrale; CH. DE LA VALLEE-POUSSIN, Intégrales de Lebesgue,
fonctions d’ensembles, classes de Baire; M. H. SToNE, Linear transformation in
Hilbert space and their applications to analysis; N. I. AcHIESER und I. M. GLAs-
MANN, Theorie der linearen Operatoren im Hilbert-Raum; A. I. PLESSNER, Spek-
traltheorie der linearen Operatoren I; N. 1. AcHiesEr, Unendliche Jacobische
Matrizen und das Momentenproblem; S. L. SoBoLEwW, Einige Anwendungen der
Funktionalanalysis in der mathematischen Physik.

Abschliefend méchte ich Herrn S. M. LosIiNskI danken, der das urspriingliche
Manuskript gelesen und mir eine Reihe wertvoller Hinweise gegeben hat. Mehrere
Darlegungen im zweiten Teil dieses Buches stammen von Frau O. A. LADYSHEN-
SKAJA, die bei diesem Teil mitgearbeitet hat und mit der ich den Aufbau des Buches
eingehend erortert habe. Eine groBie Hilfe bei der Zusammenstellung des zweiten
Teils erwies mir auch Herr M. S. BIRMAN. Von ihm stammen die Ausfithrungen
iiber die Einbettungssitze [114—118] und die Theorie der kleinen Stérungen des
Spektrums [198]. Wertvolle Ratschlige gab er mir fiir die Spektren symmetrischer
Operatoren und deren Erweiterungen sowie fiir die Darlegung des Stoffes im vierten
Kapitel. Meinen tiefen Dank mdchte ich hiermit Frau LADYSHENSKAJA und Herrn
BIrMAN aussprechen; ohne ihre Hilfe hiitte ich die Arbeit nicht durchfiihren kén-
nen. Die ersten drei Kapitel sind auch von Herrn G. P. AKILOW gelesen worden,
von dem ich viele Hinweise erhielt und dem ich hiermit sehr dafiir danke.

Leningrad, 20. Juli 1959 W. SMIRNOW

Hinweis

Die Riickverweise auf die Teile I1T1/2, IV/1 und IV/2 beziehen sich auf neue iiber-
arbeitete russische Ausgaben in den siebziger und achtziger Jahren. Deutschspra-
chige Ausgaben der Teile IV/1 und IV/2 erschienen 1988 bzw. 1989, die des Teiles
II1/2 ist in Vorbereitung.
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I.  Das Stieltjessche Integral

1. Mengen und ihre Michtigkeit. Bei der Anwendung der Analysis in der moder-
nen Naturwissenschaft spielen mehrere Integralbegriffe eine groe Rolle. In den
ersten beiden Kapiteln dieses Bandes wird die Integrationstheorie unter einem all-
gemeineren Gesichtspunkt als frither behandelt. In diesem Abschnitt bringen wir
zur Vorbereitung einige grundsitzliche Ausfiihrungen aus der Mengenlehre. Sie
bilden in gewisser Weise eine Erginzung zu dem in [IV/1, 15] Gesagten.

Gegeben seien zwei aus irgendwelchen Objekten (Elementen) bestehende Mengen
A; und 4. Die Mengen heiflen von gleicher Miichtigkeit, wenn sich die Elemente von
A4; und die Elemente von Az eineindeutig einander zuordnen lassen, d. h., wenn
jedem Element von 4; ein einziges Element von Az zugeordnet werden kann und
umgekehrt jedem Element aus Az ein und nur ein Element aus 4; entspricht. Eine
unendliche Menge (d. h. eine Menge, die unendlich viele Elemente enthélt) heilt
abzihlbar, wenn sie die gleiche Méchtigkeit hat wie die Menge aller natiirlichen
Zahlen, d. h., wenn die Elemente dieser Menge mit Hilfe der natiirlichen Zahlen
numeriert werden konnen: ay, ag, as, . . . Zwei abzdhlbare Mengen haben die gleiche
Maichtigkeit.

Wir leiten nun einige Eigenschaften abzdhlbarer Mengen her. Es sei p1, ps, p3, .-
eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Wir wéhlen aus einer abzahl-
baren Menge eine unendliche Teilmenge aus, die aus den Elementen ap,, ap,, @py; -
besteht. Die Elemente dieser neuen Menge kann man ebenfalls numerieren. Num-
mer eines jeden Elementes ist die bei p stehende Indexzahl. Mit anderen Worten,
die Elemente werden mit den wachsenden Indizes p;, ps, ... numeriert. Jede unend-
liche Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist also wieder eine abzihlbare Menge. Wir
betrachten jetzt zwei abzdhlbare Mengen: die aus den Elementen a3, ag, as, ... be-
stehende Menge 4(ai, ag, ag, ...) und die aus den Elementen b, bg, bs, ... bestehende
Menge B(bl, bz, b3, )

Wir bilden die Summe der beiden Mengen, d. h., wir vereinigen zu einer einzigen
Menge C alle Elemente, die zu einer der beiden obigen Mengen gehéren. Die so er-
haltene neue Menge C nennt man gewohnlich Summel) der Mengen A und B; sie
ist ebenfalls abzdhlbar. Man braucht die Elemente von C beispielsweise nur in der
Reihenfolge ai, b1, ag, b, ... anzuordnen, um sich von der Abzihlbarkeit zu iiber-
zeugen. Wenn gleiche Elemente ag, b; auftreten, kann man eines von ihnen fest-
halten und die iibrigen streichen. Analoges gilt auch fiir die Summe endlich vieler
abzédhlbarer Mengen, d. h., die Summe endlich vieler abzihlbarer Mengen ist wieder
abzihlbar.

Wir nehmen nun an, es seien abzdhlbar viele abzdhlbare Mengen gegeben. Die
Elemente aller dieser Mengen bezeichnet man mit einem Buchstaben mit zwei

1) In der deutschen Literatur spricht man auch héufig von der Vereinigung der
Mengen A und B (Anm. d. Red.).
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ganzzahligen Indizes: a{. Der obere Index gibt die Nummer der Menge an, zu
der das Element gehort, der untere Index die Nummer des Elementes in dieser (ab-
zihlbaren) Menge, zu der es gehort. Es ist nicht schwer, alle Elemente a{¥ zu nu-
merieren. Als erstes Element nehmen wir dasjenige, bei dem beide Indizes gleich
1 sind: ¢{". Dann nehmen wir die Elemente, bei denen die Summe der Indizes
gleich 3 ist, und ordnen sie nach wachsendem oberem Index. Wir erhalten so
das zweite Element a{" und das dritte Element a{?. Wir wiihlen nun die Elemente,
bei denen die Summe der Indizes gleich 4 ist, und ordnen sie nach wachsendem
oberem Index: a{’, a{?, a{®. Dadurch erhalten wir das vierte, fiinfte und sechste
Element. Dieses Verfahren lehrt, daB die Summe von abzihlbar vielen abzihlbaren
Mengen wieder eine abzihlbare Menge ist. Diese Behauptung gilt offenbar auch,
wenn einige der zu summierenden Mengen nicht abzéhlbare, sondern endliche
Mengen sind.

Es sei jetzt eine unendliche Menge 4 gegeben. Wir wihlen aus 4 ein beliebiges
Element und ordnen ihm die Nummer 1 zu. Die iibrigbleibende Menge ist nach wie
vor unendlich. Wir wihlen aus ihr ein weiteres Element aus und ordnen ihm die
Nummer 2 zu. Wenn wir dieses Verfahren fortsetzen, sehen wir, dal auf diese Weise
von jeder unendlichen Menge eine abzihlbare Menge abgespalten werden kann. Die
nach einer solchen Abspaltung iibrigbleibende Menge kann entweder leer sein (d. h.,
sie braucht kein einziges Element zu enthalten), oder sie kann endlich bzw. unend-
lich sein. Wir zeigen: Ist die iibrigbleibende Menge unendlich, so hat sie die gleiche
Michtigkeit wie die urspriingliche Menge, d. h., es gilt die folgende Behauptung:
Wenn beim Abspalten einer abzihibaren Menge P von der unendlichen Menge A eine
unendliche Menge B iibrigbleibt, dann haben die Mengen A und B die gleiche Michtig-
keit. Wir spalten von der unendlichen Menge B nochmals eine abzihlbare Menge @
ab, und es sei C die iibrigbleibende Menge. Die urspriingliche Menge 4 wird also in
drei Mengen zerlegt, A =P +@Q + C, von denen die Menge C auch leer oder unendlich
sein kann und die Mengen P und @ abzihlbar sind. Vor der zweiten Abspaltung
war A= P+ B. Es ist nicht schwierig, die Elemente von 4 und B eineindeutig
einander zuzuordnen. In der Tatgilt A =P +@Q+C und B=Q +C. Die Menge P +¢@
ist als Summe abzihlbarer Mengen wieder abzéhlbar, daher kann man die Elemente
von P +@Q und @ eineindeutig einander zuordnen. Jedes Element der Menge C wird
sich selbst zugeordnet. Auf diese Weise entsteht eine eineindeutige Zuordnung der
Elemente von 4 und B. Aus dem soeben Bewiesenen folgt unmittelbar: Wenn man
2u evner unendlichen Menge eine abziihlbare Menge addiert, dann hat die so erhaltene
Menge die gleiche Mdichtigkeit wie die urspriingliche Menge. Diese beiden Behaup-
tungen iiber die Subtraktion und Addition einer abzahlbaren Menge gelten auch,
wenn man die abzihlbare Menge durch eine endliche Menge ersetzt. Das kann man
genauso beweisen.

Wir haben friiher gezeigt. [IV/1,15], daBl die Menge der in einem Intervall [a, b]
liegenden rationalen Zahlen sowie die Menge aller rationalen Zahlen abzéhlbar ist.
Das 148t sich auf dieselbe Art beweisen wie die Behauptung, dafl die Summe von
abzihlbar vielen abzihlbaren Mengen abzéihlbar ist. Den oberen Indizes entspre-
chen jetzt die Zéhler, den unteren Indizes die Nenner der Briiche. Dabei betrachtet
man zuerst nur die positiven Briiche. Wir bringen nun ein Beispiel fiir eine nicht
abzihlbare Menge. Wir betrachten alle reellen Zahlen im Intervall [0, 1]. Jede dieser
Zahlen, mit Ausnahme der Null, 148t sich als unendlicher Dezimalbruch mit ver-
schwindendem ganzem Anteil darstellen. Umgekehrt 1iB8t sich jedem solchen
Dezimalbruch eine gewisse reelle Zahl aus dem Intervall [0, 1] zuordnen. Mit end-
lichen Dezimalbriichen beschiftigen wir uns nicht, weil sie dieselben Zahlen dar-
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stellen wie unendliche Dezimalbriiche mit der Periode 9, etwa 0,37 =0,36999...
Wir beweisen nun indirekt, dafl die Menge dieser reellen Zahlen nicht abzihlbar
ist. Wir nehmen an, dall wir alle betrachteten Dezimalbriiche samt dem Dezimal-
bruch 0,00..., der dem linken Randpunkt des Intervalls entspricht, numerieren
kénnen. Wir bilden nun folgendermafen einen neuen Dezimalbruch mit verschwin-
dendem ganzem Anteil. Als erste Ziffer nach dem Komma wéhlen wir irgendeine
Ziffer, die von der ersten nach dem Komma stehenden Ziffer des ersten der nume-
rierten Dezimalbriiche verschieden ist, als zweite Ziffer wihlen wir irgendeine
Ziffer, die von der zweiten Ziffer des zweiten der numerierten Dezimalbriiche ver-
schieden ist, usw. Die Zahl 0 wird dabei nicht verwendet. Es ergibt sich ein unend-
licher Dezimalbruch, der von allen numerierten Dezimalbriichen verschieden ist.
Also ist die ihm entsprechende reelle Zahl noch nicht numeriert worden, was im
Widerspruch zu unserer Annahme steht, daf§ alle reellen Zahlen im Intervall [0, 1]
numeriert worden seien. Wir haben also bewiesen, daf die Menge aller reellen Zahlen
vm Intervall [0, 1] nicht abzdhlbar 7st. Man sagt, diese Menge habe die Mdchtigkedt
des Kontinuums. Man sieht leicht, dafl die Menge der reellen Zahlen in einem belie-
bigen endlichen Intervall [a, b] offenbar die gleiche Machtigkeit wie die Menge der
reellen Zahlen im Intervall [0, 1] hat; denn die Elemente der beiden Mengen kénnen

durch die Relation y:Z __Z eineindeutig einander zugeordnet werden. Wenn die
Verianderliche « das Intervall [a, b] durchlduft, durchlduft die Verdnderliche y das

T
2
der Variation von z innerhalb von [0, 1] die Veridnderliche y die Menge aller reellen
Zahlen, d. h., die Menge aller recllen Zahlen hat ebenfalls die Mdchtigkest des Kontr-
nuums. Wenn die Randpunkte des Intervalls zur Menge gehéren, dndert sich die
Méchtigkeit der Menge nicht, denn die Machtigkeit einer unendlichen Menge bleibt
erhalten, wenn man eine endliche Menge addiert oder subtrahiert.

Im folgenden werden wir ein abgeschlossenes Intervall mit [a, b], ein offenes
Intervall, d. h. ein Intervall ohne Randpunkte, mit (a, b) bezeichnen. Wenn der
linke Randpunkt nicht, der rechte dagegen wohl zum Intervall gehort, wird die
Bezeichnung (a, b] benutzt, entsprechend [a, b). Die Zahlen a und b kénnen auch
unendliche Werte annehmen: a = —« und b =<, d. h., die betrachteten Intervalle
koénnen sich unendlich weit nach links oder rechts erstrecken. Zum Beispiel schreibt
man fiir das abgeschlossene Intervall, das beide unendlich fernen Elemente ent-
hélt, [ -, «]. Entsprechend kann auch eine Funktion f(z) fiir #= —e und fiir
x=oo definiert werden. Man schreibt dann beispielsweise f(— ). Die Stetigkeit
fiir = — = ist gleichbedeutend mit der Bedingung xl_i’m“ f(x)=f(— o). Dasselbe gilt

fiir  -<o. Man kann hierfiir auch die iiblichen Bezeichnungen xliIP f(x)=f(—+0)

Intervall [0, 1]. Wenn wir die Relation y =tan (ma — ) benutzen, so durchlduft bei

und }vim f(@)=f(e> —0) verwenden.

Es ist leicht zu zeigen [, 43], daB eine im abgeschlossenen Intervall [ — c,c] end-
liche und stetige Funktion f(x) in diesem Intervall auch gleichmiBig stetig ist.

2. Das Stieltjessche Integral und seine Haupteigenschaften. Wir erinnern an die
Definition des Riemannschen Integrals, die wir in den Teilen I bis IV benutzt
haben. Es sei [a, b] ein endliches Intervall und f(x) eine in diesem Intervall definierte
beschrinkte Funktion. Wir zerlegen das Intervall durch Teilpunkte a =zp<21<...
<zy-1<%, =0, wihlen in jedem der Teilintervalle [xz_1, #x] einen gewissen Punkt

2 Smirnow V
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&, und bilden den Ausdruck

o= H(ER) (e —p) - (1)
k=1

Wenn bei beliebiger Verfeinerung der Zerlegung und bei beliebiger Wahl der
Punkte & die Summe auf der rechten Seite von (1) einen endlichen Grenzwert A
hat, dann sagt man, f(x) sei in [a, b] integrierbar; und nennt diesen Grenzwert das
Integral von f(x) lings [a, b]. Es sei é die groBte der Differenzen xy — ;. Die belie-
bige Verfeinerung des Intervalls [a, b] in Teilintervalle ist gleichbedeutend mit
60, und die Existenz eines endlichen Grenzwertes A fiir die Summe (1) ist gleich-
bedeutend mit der folgenden Aussage: Bei beliebig vorgegebenem positivem ¢
existiert ein solches positives 7, dafl

4- % F(&x) [(ax —ap1) |=¢
i=1

gilt fiilr 6=n.

Ganz analog kann man einen allgemeineren Integralbegriff aufstellen, der zum
ersten Male von dem hollindischen Mathematiker STIELTIES im Jahre 1894 bei
der Untersuchung von Kettenbriichen eingefiihrt, spiter weiterentwickelt und
auf viele Fragen der Mathematik und der exakten Naturwissenschaften angewendet
wurde. In dem endlichen Intervall [a, b] seien zwei Funktionen f(x) und g(x) gege-
ben, die in jedem Punkt dieses Intervalls endliche Werte annehmen. An Stelle der
Summe (1) bilden wir die Summe

o= 2 1(&x) [g(ax) —g(@-1)] - (2)

Diese Summe nennt man Riemann-Stieltjessche Summe. Wenn bei beliebiger Ver-
feinerung der Zerlegung und bei beliebiger Wahl der Punkte £ diese Summe gegen
einen endlichen Grenzwert strebt, sagt man, daB die Funktion f(z) im Intervall
[a, b] beziiglich der Funktion g(x) integrierbar ist, und schreibt

b n
af f(x) dg(=) =1imk2=11f(§k) [g(2x) —g(@p-1)] -

Beim Riemannschen Integral spielt « die Rolle von g(«). Fiir das neue Integral
gelten offenbar viele Eigenschaften, die analog den Eigenschaften des Riemann-
schen Integrals sind, und diese Eigenschaften kann man genauso wie die entspre-
chenden fiir das Riemannsche Integral beweisen. Wir geben diese Eigenschaften an
und nehmen dabei an, dafl alle in den Formeln auftretenden Integrale existieren:

b D b
f Z axfrdg(z) = 2 ak f fr(x) dg(z)

x) d Z axgr () = Z ag f f(x) dgx(x (3)
ffx)dg ffw)dg(w +ff

(ax ist eine Konstante).
AufBlerdem gilt offenbar

b
af dg(x) =g(b) —g(a) . (4)
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In der ersten und zweiten Formel von (3) folgt aus der Existenz der rechts stehen-
den Integrale die Existenz des links stehenden Integrals.

Wir gehen ausfiihrlicher auf die partielle Integration ein. Wir setzen voraus, da3
das Integral der Funktion g(x) beziiglich der Funktion f(x) existiert, und beweisen,
daB dann auch das Integral von f(x) beziiglich g(x) existiert. Dazu ordnen wir die
Summie (2) nach den Werten der Funktion g(x), wir sammeln also die Glieder mit
gleichem g(z):

n—1
o= — kz.lg(xk) [/(Eka) — F(G)1 +9(b) f(6n) —g(a) f(&1) -
Addieren und subtrahieren wir die Differenz

[/(2) g()]a=1(b) g(b) — (@) g(a) ,

so erhalten wir

o =[f(x) g(2)1;
_ ’Zlg(xk) [F(6x41) —F(ER)] +g(a) [f(E1) —F(@)] +g(b) [f(B) — f(En)]} (5)

In der geschweiften Klammer steht die Riemann-Stieltjessche Summe (2) fiir
das Integral von ¢(z) beziiglich f(x). Nach Voraussetzung existiert das Integral von
g(z) beziiglich f(z), d. h., bei beliebiger Verfeinerung der Zerlegung strebt die ge-
schweifte Klammer gegen dieses Integral. Nach (5) hat also die Summe o einen
Grenzwert, d. h., es existiert das Integral von f(x) beziiglich g(x), und wir kénnen
die Formel fiir die partielle Integration folgendermaBen schreiben:

b
ff ) dg(@) =[f(2) W)]Z—c{g(x) df() (6)

oder
b b
af (=) dg(=) +({ g(x) df(x) = [f(x) g(=)2, (7)

wobei aus der Existenz des einen Integrals in (7) die Existenz des anderen folgt.
Wir betrachten nun zwei Sonderfille des Stieltjesschen Integrals. Wir nehmen
an, daB das Intervall [a, b] durch endlich viele Teilpunkte a=co<c1<...<cCpa1<
<cp=> zerlegt wird und da die Funktion g(x) im Innern jedes der entstehenden
Teilintervalle (¢x-1, cx) den konstanten Wert gx annimmt. Also macht die Funktion
g(x) in jedem Punkt ¢z im Innern des Intervalls [a, b] einen Sprung von der Gro8e
Sk =gr+1 — G- Auchin den Randpunkten des Intervalls konnen Spriinge auftreten:
ein Sprung von der GréBe sp=g¢1 —g(a) im linken Randpunkt und ein Sprung von
der GréBe sp=g(b)—gp im rechten Randpunkt. Wir nehmen weiter an, daf die
Funktion f(x) in allen Sprungstellen ¢z und in den Randpunkten des Intervalls
stetig ist. Die Punkte ¢ seien mit Ausnahme von co und cp keine Teilpunkte des
Intervalls. In der Summe (2) sind alle Summanden, bei denen wx—; und @ im
Innern des gleichen Intervalls (cg-1, ¢¢) liegen, gleich 0, weil in diesem Fall g(xx-1) =
=g(xg) ist. Wenn das Intervall [xx—1, #x] eine Sprungstelle ¢, enthilt, streben bei
beliebiger Verfeinerung der Zerlegung f(¢x) gegen f(cq) und g(xx) —g(xx-1) gegen sq.
Daher folgt unmittelbar, dafl man als Grenzwert der Summe (2) die endliche Summe

limé1 J(&e) [9(zn) —glara)] = éof(cq) 5 ®)

erhalt.
2‘
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Ist der Punkt cyein Teilpunkt von [a, b], so kkann man die beiden angrenzenden
Intervalle betrachten und zu dem gleichen Ergebnis kommen. Beim zweiten Son-
derfall des Stieltjesschen Integrals nehmen wir an, dafl f(x) und g(2) in [a, b] stetig
sind und daB ¢g(x) im Innern von [a, b] eine Ableitung ¢’(x) besitzt, die im Riemann-
schen Sinne integrierbar und folglich beschrankt ist. Wenn man auf die Differenz
g(xx) — g(xx-1) die Lagrangesche Formell) anwendet, erhidlt man fiir die Summe (2)

1»21 1) [9(x) —g(2-1)] :é;/(fk) q'(§%) (xx —ap-1) , (9)

wobei &1, ein Wert im Innern von [ap-1, 2x] ist. Setzt man f(&x) = (&%) + ek, SO strebt
wegen der gleichméBigen Stetigkeit von f(x) in [a, b] der grote der Werte |ez| bei
beliebiger Verfeinerung der Zerlegung gegen 0, d. h., bei beliebig vorgegebenem
positivem e existiert ein solches positives 7, dal |e;| < e ist fiir 6 <7. Die Summe (9)
kann man nun wie folgt schreiben:

kélf(gk) lg (@) —g(2x-1)] =k§1f(5;c) g' (k) (o — 2p-1) +lélekg’(§,'c) (2k — Tp-1) - (91)

Das Produkt zweier im Riemannschen Sinne integrierbarer Funktionen ist wieder
integrierbar [I,117], und der erste Summand auf der rechten Seite der letzten
Formel strebt bei beliebiger Verfeinerung der Zerlegung gegen das Riemannsche
Integral des Produkts f(x) ¢’(x). Wie man leicht sieht, strebt der zweite Summand
auf der rechten Seite gegen 0. Die Funktion ¢'(x) ist nach Voraussetzung beschriankt,
d. h. {g’(x)| < M, wobei M eine bestimmte positive Zahl ist. Wie wir erwéhnt haben,
existiert bei vorgegebenem positivem ¢ ein solches positives n, daB || <e ist fiir
d<m, und es gilt die Abschéitzung

n

Z Skg’(él,c) (xk — Tg-1) élﬁlé‘M (xx —xg—1)=eM (b—a) .

Da & beliebig gewahlt war, folgt daraus, dal der zweite Summand auf der rechten
Seite der Gleichung (91) gegen O strebt. Somit erhalten wir als Grenzwert

b b
aff(x) dg() =‘{ 1(z) g'(x) d=, (10)

d. h., unter den obigen Voraussetzungen artet das Stieltjessche Integral in ein ge-
wohnliches Riemannsches Integral aus. Im vorhergehenden Fall artete es in eine
endliche Summe aus. Wie man leicht sieht, gilt die Formel (10) auch, wenn f(x)
nicht als stetig, sondern nur als im Riemannschen Sinne integrierbar vorausge-
setzt wird. Im folgenden werden wir die Existenz solcher oben definierter Stieltjes-
scher Integrale und gewisser allgemeinerer, noch zu definierender Integrale unter-
suchen. Eine wesentliche Voraussetzung bei allen diesen Integralen ist, dafl die
Funktion g(z) in [a, b] nicht abnimmt. Eine nicht abnehmende Funktion werden
wir im weiteren oft (monoton) wachsend nennen.2) Bei einer solchen Funktion
stellen g(b) den groBten und g(a) den kleinsten Wert dar.

Der folgende Abschnitt dient der Vorbereitung fiir die Untersuchung der Exi-
stenz des oben definierten Stieltjesschen Integrals und allgemeinerer Integrale, die
wir im weiteren noch definieren werden.

1) In der deutschen Literatur Mittelwertsatz der Differentialrechnung genannt (Anm.
d. Red.).
2) Oft auch im weiteren Sinne monoton wachsend genannt (Anm. d. Red.).



