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VORWORT
ZUR VIERTEN DEUTSCHEN AUFLAGE

Die relativistische Quantentheorie ist gegenwirtig bei weitem
noch keine abgeschlossene Theorie; selbst die physikalischen
Prinzipien, auf denen diese Theorie aufbaut, sind noch nicht
vollig ergriindet. Diese Feststellungen treffen in besonderem
Mafle auf die Theorie der starken und der schwachen Wechsel-
wirkungen zu.

Dem urspriinglichen Vorhaben von L. D. LANDAU entspre-
chend, sollen in diesem Lehrbuch nur diejenigen theoretischen
Ergebnisse dargestellt werden, die mit einem verniinftigen Grad
an Zuverldssigkeit als gesichert erscheinen und in ein bestimmtes
System eingeordnet werden kénnen. Mit anderen Worten, die
Darstellung sollte sich nicht zu dicht an die ,,vorderste Front‘
der Theoretischen Physik heranwagen. Es ist ganz natiirlich, da$
man sich bei einem derartigen Vorhaben im wesentlichen auf die
Quantenelektrodynamik beschrinken muB.

Bei der Behandlung der konkreten Anwendungen der Theorie
haben wir uns nicht das Ziel gestellt, die Vielzahl der einschlé-
gigen Effekte vollstindig zu erfassen; wir haben uns auf die
grundlegenden Effekte beschrdnkt und zusédtzlich einige Hin-
weise auf Originalarbeiten gegeben, in denen weitergehende Un-
tersuchungen zu finden sind. Bei der Wiedergabe der meist sehr
umfangreichen Rechnungen haben wir oft einige Zwischenfor-
meln weggelassen, aber wir haben uns immer bemiiht, alle nicht-
trivialen methodischen Gesichtspunkte darzustellen. In diesem
Zusammenhang mufl man beachten, daB in diesem Band gegen-
iiber den anderen Banden dieses Lehrbuches ein hoheres Niveau
des Lesers vorausgesetzt wird.

Dieser Band ist ohne die direkte Beteiligung unseres Lehrers
L. D. LANDAU geschrieben worden. Wir haben uns jedoch be-
miiht, uns immer von demselben Geist und demselben Ver-
héltnis zur Theoretischen Physik leiten zu lassen, das er uns
gelehrt hat und das er auch in den anderen Bénden dieses Lehr-
buches eingenommen hat. Wir haben uns hiufig selbst gefragt,
wie sich wohl DAU zu dieser oder jener Frage stellen wiirde, und
wir haben uns bemiiht, so zu antworten, wie es uns die jahre-
lange Gemeinsamkeit mit ihm eingegeben hat.
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In dieser Auflage sind dje beiden Teile, in denen dieser Band
in fritheren Auflagen herausgegeben worden ist, zu einem Buch
vereinigt worden. Wir haben es dabei fiir zweckméaBig erachtet
(gemdfB der oben formulierten allgemeinen Zielstellung), eine
gewisse Kiirzung vorzunehmen und einige fragmentarische Ab-
schnitte iiber die Theorie der starken und der schwachen Wech-
selwirkungen wegzulassen. Gleichzeitig haben wir das Kapitel
iiber die Elektrodynamik der Hadronen etwas erweitert und
auch an einigen anderen Stellen geringfiigige Anderungen vor-
genommen.

November 1976

W. B. BERESTETZKI E. M. LiFscHITZ L. P. PITAJEWSKI
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VORWORT DER HERAUSGEBER
ZUR DEUTSCHEN AUSGABE

Der vorliegende Band des ,,Lehrbuches fiir Theoretische Phy-
sik‘‘ befaft sich mit der Quantenelektrodynamik, dem weit-
gehend abgesicherten Gebiet der relativistischen Quantentheorie.
Einige der dargestellten Ergebnisse liegen in diesem Buch erst-
malig in deutscher Sprache vor. Die Art des zu vermittelnden
Stoffes bedingt eine anspruchsvollere Darstellung als in den
anderen Binden dieses Lehrbuches, mitunter miissen recht for-
male Abschnitte vorbereitend fiir die physikalische Anwendung
eingestreut werden. Andererseits sind oft langere Zwischenrech-
nungen, die die Darstellung unnotig schwerfillig werden lieflen,
nicht wiedergegeben, und der interessierte Leser wird die betref-
fenden Rechnungen entweder selbst ausfiihren oder zur zitierten
Originalliteratur greifen.

Die vorliegende 7. deutsche Auflage der Quantenelektrodynamik
wurde nach der 3. russischen Auflage dieses Buches vorbereitet.
Die dort enthaltenen Korrekturen und Verdnderungen sind in
dieser deutschen Auflage beriicksichtigt worden. Die vorgenom-
menen Anderungen gegeniiber der 6. deutschen Auflage sind,
abgesehen von den neu eingefithrten Formelsymbolen, gering-
fiigig.

Frau Diplom-Physiker U. Nitzsche sei an dieser Stelle fiir eine
griindliche Durchsicht der vorangegangenen deutschen Auflage
auf Druckfehler gedankt. Ebenso gilt unser Dank Herrn Prof.
L. P. Pitajewski fiir seine Unterstiitzung bei der Vorbereitung
dieser neuen Auflage. Die erfreuliche Zusammenarbeit mit Herrn
Prof. E. M. Lifschitz bei der Herausgabe friiherer deutscher Auf-
lagen behalten wir in dankbarer Erinnerung.

Dresden und Leipzig 1990 P. Ziesche A. Kiihnel
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EINIGE BEZEICHNUNGEN

Vierdimensionale Bezeichnungen

Vierdimensionale Tensorindizes werden mit griechischen Buchstaben 4, u, v, ... be-
zeichnet und nehmen die Werte 0, 1, 2, 3 an.

Es wird die 4-Metrik mit der Signatur (-+ — — —) verwendet. Der metrische Tensor
ist g (Goo = 1, g = Goo = gss = —1).

Die Komponenten eines 4-Vektors werden in folgender Weise angegeben: a* =(a°, a).

Zur Vereinfachung der Schreibweise von Formeln wird der Index der Komponenten
von 4-Vektoren hiufig weggelassen.!) Skalarprodukte von 4-Vektoren werden dabei
einfach als (ab) oder ab geschrieben: ab = a,b* = agb, — ab.

Der vierdimensionale Ortsvektor ist z* = (t,r), das vierdimensionale Volumen-
element ist d4z.

Der Operator fiir die Differentiation nach den 4-Koordinaten ist 9* = d/dx*.

Der antisymmetrische 4-Einheitstensor ist ™" mit €023 = —eg, = 1.

Die vierdimensionale d-Funktion ist 6)(a) = d(a,) 6(a).

Dreidimensionale Bezeichnungen

Fiir die dreidimenionalen Tensorindizes werden lateinische Buchstaben verwendet:
1, k, 1, ...; sie nehmen die Werte z, y, z an.

Dreidimensionale Vektoren werden als halbfett-kursive Buchstaben gesetzt oder
griechische Buchstaben mit Pfeil.

Das dreidimensionale Volumenelement ist d3z.

Operatoren

Operatoren werden mit Buchstaben mit einem ,,Dach‘‘ bezeichnet.2)
Die Kommutatoren oder Antikommutatoren zweier Operatoren sind {f, g}, =

—fo+df.

1) Diese Schreibweise ist in der heutigen Literatur weit verbreitet. Dieser KompromiB
zwischen den Vorriaten an Buchstaben und den Erfordernissen der Physik erfordert
natiirlich vom Leser besondere Aufmerksamkeit.

%) Zur Vereinfachung der Schreibweise wird aber iiber den Spinmatrizen das Dach weg-
gelassen. Auch iiber den Bezeichnungen fiir die Operatoren in Matrixelementen wird das
Dach nicht mitgeschrieben.
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XIV Einige Bezeichnungen

Der transponierte Operator ist f

Der adjungierte (hermitesch konjugierte) Operator ist fA+ .
Der Operator fiir die Ladungskonjugation ist 6’.1)

Der Operator einer rédumlichen Spiegizlung ist 13.1)

Der Operator fiir die Zeitumkehr ist 7.
Fiir das Symbol des zeitgeordneten Produkts wird der Buchstabe T verwendet.

Matrixelemente

Das Matrixelement des Operators F fiir den Ubergang aus dem Anfangszustand s
in den Endzustand f ist Fy; oder {f| F |i).

Die Bezeichnung |¢) wird als abstraktes Symbol fiir einen Zustand unabhingig
von der konkreten Darstellung der zugehérigen Wellenfunktion verwendet, <{f| ist
das Symbol fiir den Endzustand (,,konjugiert komplexen‘‘ Zustand).?)

Dementsprechend werden mit (s | r) die Koeffizienten in der Entwicklung eines
Systems von Zustdnden mit den Quantenzahlen r nach Zustdnden mit den Quanten-
zahlen s bezeichnet: |r> = 3 |8d (s | r.

$§
Die reduzierten Matrixelemente der sphérischen Tensoren sind {f|| F ||¢).

Dirac-Gleichung

Die Dirac-Matrizen sind y* mit (p°)2 = 1, (y!)? = (p?)?2 = (y®)2 = —1; ferner treten
die Matrizen &« = 9%y und f = »° auf. Ausdriicke in Spinor- und in Standarddar-
stellung sind (21,3), (21,16), (21,20) (8. 72, 74, 75).

Y = —ip%ly2s, (%) =1 (s. (22,18) auf S. 78).

o = 1[2(p*p” — y*p*) (s. (28,2) auf S. 95).

Diracsche Konjugation: 1 = p*p0.

Die PAuLi-Matrizen ¢ = (0, 0y, 0;) sind auf S. 62 definiert.

Die Indizes von 4-Spinoren werden mit «, 3, ... und &, §, ... bezeichnet und nehmen

die Werte 1, 2 und i, 2 an.
Die Bispinorindizes 7, k, [, ... nehmen die Werte 1, 2, 3, 4 an.

Fourier-Entwicklung

Die dreidimensionale Entwicklung ist
e A%k —ikr
Jory = [ f@)y et S2 0 pe) = [ ) e~ ikr dz
(2m)?
Entsprechendes gilt fiir den vierdimensionalen Fall.

) Von den englischen Worten charge (Ladung) bzw. parity (Paritit).
?) Beziehung nach Dirac.
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Einige Bezeichnungen XV
MaBeinheiten

Wenn nicht besonders darauf hingewiesen wird, werden die relativistischen Einheiten
=1 und ¢ =1 verwendet. In diesen Einheiten ist das Quadrat der Elementar-
ladung €% = 1/137.

Die atomaren MafBeinheiten sind: e =1, & = 1, m = 1. In diesen Einheiten ist
¢ = 137. Atomare Léngen-, Zeit- und Energieeinheit sind %2/me2, h3/me* bzw. me?[h?
(die GroBe Ry = me?/2h wird als Rydberg bezeichnet).

Die normalen Einheiten werden dem absoluten (GAussschen) MaBsystem ent-
nommen.

Konstanten

Lichtgeschwindigkeit ¢ = 2,997925 - 10'° cm/s.
Elementarladung!) e = 4,803 - 10710 cgs-Einheiten.
Elektronenmasse m = 9,110 - 10-28 g,

Praxcksches Wirkungsquantum # = 1,055 - 10727 erg - s.
Feinstrukturkonstante « = e?[fic; 1jo = 137,04.

Bonrscher Radius #2/me? = 5,292 - 107° cm.

Klassischer Elektronenradius r, = e?/mc? = 2,818 - 10713 cm.
ComproN-Wellenlinge eines Elektrons #/mc = 3,862 - 10711 cm.
Ruhenergie eines Elektrons mc?* = 0,5110 - 10¢ eV.

Atomare Energieeinheit me4/h? = 4,360 - 10711 erg = 27,21 eV.
BoHursches Magneton ek /2mc = 9,274 - 10717 erg/T.
Protonenmasse m, = 1,673 - 10-2¢ g.

ComprON-Wellenlidnge eines Protons #/m,c = 2,103 - 10714 cm.
Kernmagneton efi/2myc = 5,051 - 10720 erg/T.

Verhiltnis der Miionenmasse zur Elektronenmasse m,/m = 2,068 - 102,

Hinweise auf andere Biande dieses Lehrbuches sind mit Ziffern versehen: I (Mechanik,
1984), II (Feldtheorie, 1984), III (Quantenmechanik, 1984), VIII (Elektrodynamik der
Kontinua, 1985), X (Physikalische Kinetik, 1990).

1) In (.iiesem Band enthilt die Bezeichnung e fiir die Ladung eines Teilchens (iiberall
aubler in Kapitel XIV) auch das Vorzeichen, so daB fiir ein Elektron e = —|e| gilt.
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EINLEITUNG

§1. Unschirferelationen im relativistischen Bereich

Die gesamte in Band III dieses Lehrbuches behandelte Quantenmechanik ist nicht-
relativistisch; sie kann nicht auf Erscheinungen angewandt werden, bei denen Bewe-
gungen mit Geschwindigkeiten, die gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit nicht klein
sind, vorkommen. Auf den ersten Blick kénnte man erwarten, daB der Ubergang zu
einer relativistischen Theorie durch eine mehr oder weniger direkte Verallgemeinerung
des Apparates der nichtrelativistischen Quantenmechanik moglich wére. Eine sorg-
filtige Betrachtung zeigt dagegen, dal der Aufbau einer logisch geschlossenen relati-
vistischen Theorie die Einbeziehung neuer physikalischer Prinzipien erfordert.

Wir wollen an einige physikalische Vorstellungen erinnern, die der nichtrelativisti-
schen Quantenmechanik zugrunde liegen (III, § 1). Wir haben gesehen, daf in der
nichtrelativistischen Quantenmechanik der Begriff der Messung eine fundamentale
Rolle spielt. Unter einem Mefprozel versteht man die Wechselwirkung eines quanten-
mechanischen Systems mit einem ,,klassischen Objekt* (,,Gerdt‘‘); durch diese Wech-
selwirkung nimmt das quantenmechanische System bestimmte Werte gewisser dyna-
mischer Verdnderlicher (Koordinaten, Geschwindigkeiten u. 4.) an. Wir haben auch
gesehen, daf die Quantenmechanik die Moglichkeiten der gleichzeitigen Existenz ver-
schiedener dynamischer Verinderlicher eines Elektrons!) stark einschrinkt. Die
Unschirfen Ag und Ap, die bei einer gleichzeitigen Messung von Ort und Impuls un-
vermeidlich sind, erfiillen die Beziehung 4q Ap ~ %;?) je genauer man eine dieser
GroBen mifit, desto weniger genau kann die andere gleichzeitig gemessen werden.

Es ist aber wesentlich, dal jede dynamische Verénderliche eines Elektrons fiir sich
allein beliebig genau gemessen werden kann; die Messung kann in einem beliebig
kleinen Zeitintervall erfolgen. Dieser Sachverhalt spielt fiir die ganze nichtrelativi-
stische Quantenmechanik eine fundamentale Rolle. Nur auf Grund dessen kann man
den Begriff der Wellenfunktion einfithren, der fiir den Apparat in dieser Theorie
grundlegend ist. Tatsdchlich hat die Wellenfunktion y(q) folgende physikalische Be-
deutung: Das Betragsquadrat der Wellenfunktion gibt die Wahrscheinlichkeit an,
mit der man bei einer Messung zu einem bestimmten Zeitpunkt das Elektron an dem
betreffenden Ort vorfindet. Eine notwendige Voraussetzung, den Begriff einer solchen
Wellenfunktion einfithren zu konnen, ist offensichtlich die prinzipielle Méglichkeit,
den Ort beliebig genau und schnell messen zu konnen; anderenfalls wiirde dieser
Begriff gegenstandslos und wiirde seinen physikalischen Sinn verlieren.

1) Wie in III, § 1 sprechen wir der Kiirze halber von einem Elektron, denken dabei aber an
ein beliebiges quantenmechanisches System.

2) In diesem Paragraphen verwenden wir normale Einheiten.
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2 Einleitung

Die Existenz einer Grenzgeschwindigkeit (der Lichtgeschwindigkeit ¢) fiithrt zu
neuen prinzipiellen Einschrinkungen der Moglichkeiten, verschiedene physikalische
Grofien zu messen (L. D. Lanpau, R. PEIERLS, 1930).

In ITI, § 44 haben wir die Beziehung

(v —v)Adp At ~ h (1,1)

abgeleitet, die die Unschirfe Ap in der Impulsmessung an einem Elektron mit der
Dauer At des MeBprozesses verkniipft; v und »’ sind die Geschwindigkeiten des Elek-
trons vor und nach der Messung. Aus dieser Beziehung folgt: Man kann eine geniigend
genaue Impulsmessung in einer relativ kurzen Zeit (d. h. kleines Ap bei kleinem A¢)
nur auf Kosten einer recht groBen Geschwindigkeitsinderung wahrend des MeBpro-
zesses erreichen. In der nichtrelativistischen Theorie duBerte sich dieser Sachverhalt
darin, daf} eine Impulsmessung nicht nach kurzen Zeitintervallen reproduziert werden
kann; in keiner Weise wird davon aber die prinzipielle Moglichkeit einer beliebig
genauen Impulsmessung beriihrt, da die Differenz »* — » immer beliebig grofl gemacht
werden konnte.

Die Existenz einer Grenzgeschwindigkeit dndert die Sachlage grundlegend. Die
Differenz v* — v kann wie die Geschwindigkeiten selbst jetzt nicht groBer als ¢ (ge-
nauer 2¢) sein. Ersetzen wir in (1,1) »* — » durch ¢, dann erhalten wir die Beziehung

dp At~ (1,2)
C

Diese Beziehung bestimmt die beste, prinzipiell erreichbare Genauigkeit einer Impuls-
messung bei gegebener Mefdauer-4t. In einer relativistischen Theorie ist es also prin-
zipiell unméglich, den Impuls beliebig genau und beliebig schnell zu messen. Eine
genaue Impulsmessung (4p —0) ist nur im Grenzfall einer unendlich langen MeQzeit
moglich.

Auch die MeBbarkeit des Ortes erfihrt eine tiefgreifende Abdnderuung: In einer
relativistischen Theorie ist der Ort nur bis zu einer gewissen Genauigkeit mefibar, eine
bestimmte untere Grenze der Ortsunschirfe kann nicht unterschritten werden. Der
Begriff der Lokalisierung eines Elektrons wird in seinem physikalischen Sinn weiter
eingeschrankt.

Im mathematischen Formalismus dec Theorie duBert sich diese Situation so, daf3
eine genaue Ortsmessung mit der Positivitdt der Energie eines freien Teilchens unver-
einbar ist. Wie wir spiter noch sehen werden, enthdlt das vollstindige System der
Eigenfunktionen einer relativistischen Wellengleichung fiir ein freies Teilchen (neben
Losungen mit der ,,richtigen‘‘ Zeitabhingigkeit) auch Losungen mit einer ,,negativen
Frequenz®. Diese Funktionen gehen im allgemeinen auch in die Entwicklung des
Wellenpaketes ein, das einem in einem kleinen Raumgebiet lokalisiecten Elektron
entspricht.

Die Wellenfunktionen mit ,,negativer Frequenz‘‘ hidngen, wie noch gezeigt wird,
mit der Existenz von Antiteilchen — Positronen — zusammen. Das Auftreten dieser
Funktionen in der Entwicklung eines Wellenpaketes ist der Ausdruck dafiir, daBl bei
einer Ortsmessung fiir ein Elektron im allgemeinen unvermeidlich Elektron-Positron-
Paare gebildet werden. Die durch den ProzeB selbst hervorgerufene, unkontrollierbare
Erzeugung neuer Teilchen nimmt der Ortsmessung offensichtlich ihren Sinn.
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Einleitung 3

Im Ruhsystem des Elektrons ist der minimale Fehler bei einer Ortsmessung

dg ~2 (1,3)
me
Diesem Wert (dem einzigen, der aus Dimensionsbetrachtungen heraus moglich ist)
entspricht die Impulsunschirfe Ap ~ mec, die ihrerseits der kleinsten Schwellenenergie
fiir die Paarerzeugung entspricht.
In einem Bezugssystem, in dem sich das Elektron mit der Energie ¢ bewegt, haben
wir statt (1,3)

dg (1,4)
£

Im ultrarelativistischen Grenzfall besteht zwischen Energie und Impuls die Beziehung

& = cp, und es ist dann speziell

dg ~", (1,5)
P

d. h., der Fehler Aq stimmt miv der DE BroGLIE-Wellenldnge des Teilchens iiberein.?)

Fiir Photonen liegt immer der ultrarelativistische Fall vor, so dal der Ausdruck
(1,5) gilt. Es hat demnach nur dann einen Sinn, von den Koordinaten eines Photons
zu sprechen, wenn die charakteristischen Abmessungen des Problems grofl gegeniiber
der Wellenlédnge sind. Dann handelt es sich aber gerade um den , ,klassischen* Grenz-
fall, der der geometrischen Optik entspricht und in dem man von der Lichtausbreitung
entlang bestimmter Bahnen — Strahlen — sprechen kann. Im quantenmechanischen
Fall dagegen, wenn man die Wellenldnge nicht als klein ansehen kann, wird der Be-
griff der Koordinaten eines Photons gegenstandslos. Wir werden spater (§4) sehen,
dafl sich die Unmoglichkeit der Messung von Photonenkoordinaten im mathema-
tischen Formalismus der Theorie folgendermaflen duflert: Es ist unmoglich, aus der
Wellenfunktion eines Photons eine Gréfle zu bilden, die die Rolle der Wahrscheinlich-
keitsdichte spielen konnte und alle notwendigen Forderungen der relativistischen
Invarianz erfiillt.

Man konnte daher denken, dafl eine kiinftige Theorie von der Betrachtung des
zeitlichen Ablaufs von Wechselwirkungsprozessen zwischen Teilchen ganz abgeht.
Die Theorie zeigt, dal} es bei diesen Prozessen keine genau definierten Charakteristika
gibt (auch nicht in den Grenzen der iiblichen quantenmechanischen Genauigkeit), so
dafl die Beschreibung des zeitlichen Ablaufs eines Prozesses genauso illusorisch wird
wie eine klassische Bahnkurve in der nichtrelativistischen Quantenmechanik. Die
einzigen beobachtbaren Gréfen werden die Charakteristika (Impulse, Polarisationen)
freier Teilchen sein — der Teilchen, die miteinander in Wechselwirkung treten, und
der Teilchen, die infolge des Prozesses entstehen (L. D. Lanpau, R. PrrerLs, 1930).

Die charakteristische Problemstellung in der relativistischen Quantentheorie ver-
langt die Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir Ubergiinge zwischen
gegebenen Anfangs- und Endzustdnden (d. h. fiir ¢ — F-00) von Teilchensystemen.

1) Wir denken dabei an Messungen, bei denen man aus einem beliebigen Versuchsergebnis
auf den Elektronenzustand schliefen kann, d. h., wir sehen von Ortsmessungen durch
St6Be ab, bei denen wihrend der Beobachtungsdauer das Resultat nicht mit der Wahr-
scheinlichkeit 1 realisiert wird.
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4 Einleitung

Die Gesamtheit dieser Amplituden zwischen allen moéglichen Zusténden bildet die
Streumatriz oder S-Matriz. Diese Matrix ist der Triager der gesamten, physikalisch
sinnvollen und beobachtbaren Information iiber die Wechselwirkungsprozesse zwi-
schen Teilchen (W. HEISENBERG, 1938). '

Gegenwirtig gibt es noch keine vollstindige, logisch abgeschlossene relativistische
Quantentheorie. Wir werden sehen, daf die vorhandene Theorie neue physikalische
Aspekte in die Art der Beschreibung von Teilchenzustédnden hineinbringt; diese neue
Beschreibung erhélt gewisse Ziige der Feldtheorie (s. § 10). Sie wird aber weitgehend
nach dem Vorbild und mit Hilfe der Begriffe der iiblichen Quantenmechanik auf-
gebaut. Dieser Aufbau der Theorie fithrte auf dem Gebiet der Quantenelektrodynamik
zum Erfolg. Das Fehlen einer vollstdndigen logischen Abgeschlossenheit duflert sich
in dieser Theorie im Auftreten divergenter Ausdriicke bei der direkten Anwendung
des mathematischen Apparates; zur Beseitigung dieser Divergenzen existieren aber
eindeutige Verfahren. Trotzdem haben diese Verfahren weitgehend den Charakter
halbempirischer Rezepte, und unsere Uberzeugung von der Richtigkeit der auf diesem
Wege erhaltenen Ergebnisse beruht letzten Endes auf ihrer hervorragenden Uberein-
stimmung mit dem Experiment, aber nicht auf der inneren Konsistenz und der logi-
schen Klarheit der Grundprinzipien der Theorie.
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I DAS PHOTON

§ 2. Quantisierung des freien elektromagnetischen Feldes

Unser Ziel ist, das elektromagnetische Feld als quantentheoretisches Objekt zu be-
handeln. Es ist dabei zweckméfBig, von derjenigen klassischen Beschreibung des
Feldes auszugehen, bei der das Feld durch einen zwar unendlichen, aber diskreten
Satz von Verdnderlichen charakterisiert wird; diese Beschreibung erlaubt unmittel-
bar, den iiblichen Apparat der Quantenmechanik anzuwenden. Dagegen ist die Dar-
stellung des Feldes durch die in allen Raumpunkten vorgegebenen Potentiale ihrer
Natur nach eine Beschreibung mit Hilfe einer stetigen Menge von Verénderlichen.

A(r, t) sei das Vektorpotential eines freien elektromagnetischen Feldes, das die
,» Transversalitdtsbedingung‘

div4 =0 2,1)

erfiillt. Dabei ist das skalare Potential @ = 0, und die Felder E und H werden gegeben
als

E=_-A, H=rotA. (2,2)
Die MaxweLLschen Gleichungen reduzieren sich auf die Wellengleichung fiir 4:
2
44 — o4 =0. (2,3)
ot?

Bekanntlich (s. II, §52) geht man in der klassischen Elektrodynamik zu einer
Beschreibung mit Hilfe eines diskreten Satzes von Verénderlichen iiber, indem man
das Feld in einem groflen, aber endlichen Volumen V betrachtet.!) Wir erinnern daran,
wie man dabei vorgeht, lassen aber die Einzelheiten der Rechnungen weg.

Ein Feld in einem endlichen Volumen kann nach fortschreitenden ebenen Wellen
entwickelt werden, und das Potential wird durch eine Reihe der Gestalt

A = X (@ ™ + af o) (2,4)
k

dargestellt, wobei die Koeffizienten @, nach dem Gesetz
a.ce ™, o=k (2,5)

von der Zeit abhingen. Infolge der Bedingung (2,1) stehen die komplexen Vektoren
a;, senkrecht auf den zugehorigen Wellenzahlvektoren: a;k = 0 .

Die Summation in (2,4) erfolgt iiber einen unendlichen diskreten Satz von Wellen-
zahlvektoren (seiner drei Komponenten k;, k,, k,). Der Ubergang zur Integration iiber

1) Um die Formeln nicht unnétig aufzublihen, werden wir V = 1 setzen.
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6 Kapitel I. Pas Photon

eine stetige Verteilung kann mit Hilfe des Ausdrucks
d3k

(270)8
fiir die Zahl der moglichen k-Werte pro Volumeneinheit des k-Raumes d3k =
= dk, dk, dk, vorgenommen werden.

Durch die Vorgabe der Vektoren a, ist das Feld in dem betrachteten Volumen voll-
sténdig bestimmt. Man kann also diese Grof8en als diskreten Satz klassischer ,,Feld-
variablen ansehen. Um zur Quantentheorie iiberzugehen, mufl man diese Variablen
zuerst noch so transformieren, daBl die Feldgleichung eine Gestalt erhilt, die den
kanonischen Gleichungen (HamrLronschen Gleichungen) der klassischen Mechanik
analog ist. Die kanonischen Feldvariablen werden folgendermaflen definiert:

1
O, = '}'/4:(‘11: + a),
i (2,6)
_zw .
P, = —— (@, — af) = O
4n
(sie sind offensichtlich reell). Das Vektorpotential lautet in diesen kanonischen Varia-
blen

A=Yizn 3 (Qk coskr — L P, sin kr). @2.7)
k (03]

Zur Bestimmung der HamirToN-Funktion H ist die Gesamtenergie des Feldes

1— (E? 4+ H?) d3x
8n
auszurechnen und durch die GréBen Q;, und P, auszudriicken. Wir verwenden fiir 4

die Entwicklung (2,7), rechnen nach (2,2) E und H aus, integrieren und erhalten
H=73 X Pi+ Q).
k

Jeder Vektor Py und Qy, steht senkrecht auf dem Wellenzahlvektor k, d. h., jeder
Vektor hat zwei unabhéingige Komponenten. Die Richtung dieser Vektoren bestimmt
die Polarisationsrichtung der betreffenden Welle. Wir bezeichnen die beiden Kom-
ponenten der Vektoren Q,, und P, (in der Ebene senkrecht zu k) mit @y, bzw. Py,
(¢ = 1, 2) und schreiben die HamMiLToN-Funktion in der Gestalt

H= 35 (Ph+ 0Qin) . (2.8)

o

Die HamriuroN-Funktion zerfillt also in eine Summe voneinander unabhingiger
Terme; jeder einzelne Summand enthélt nur je ein Paar @y, und Py,. Jeder dieser
Summanden entspricht einer fortschreitenden Welle mit einem bestimmten Wellen-
zahlvektor und einer bestimmten Polarisation und hat die Gestalt der HaMILTON-
Funktion eines eindimensionalen harmonischen Oszillators. Man bezeichnet daher die
erhaltene Entwicklung als Entwicklung des Feldes nach Oszillatoren.

Wir kommen jetzt zur Quantisierung des freien elektromagnetischen Feldes. Die
dargestellte Art der klassischen Beschreibung des Feldes la8t den Weg fiir den Uber-
gang zur Quantentheorie bereits erkennen. Wir missen die kanonischen Variablen
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§ 2. Quantisierung des freien elektromagnetischen Feldes 7

— die verallgemeinerten Koordinaten @y, und die verallgemeinerten Impulse P, —
jetzt als Operatoren mit der Vertauschungsregel

szkaoc - Qkaszx = —1t (2r9)
auffassen (alle Operatoren mit verschiedenen ko« sind miteinander vertauschbar). Mit
diesen GroBen werden auch das Potential A und (nach (2,2)) die Feldstidrken E und

H zu Operatoren.
Um den Hamirron-Operator fiir das Feld auszurechnen, ist das Integral

:_ﬂm+m&x (2,10)

zu berechnen, in dem E und H durch die Operatoren I?’,m und @,m auszudriicken sind.
Die Nichtvertauschbarkeit der letzteren wirkt sich dabei faktisch aber nicht aus, weil
die Produkte @kaf’ka mit dem Faktor cos kr sin kr behaftet sind, der bei der Integra-
tion iiber das ganze Volumen verschwindet. Wir erhalten deshalb fiir den HamiuToN-
Operator den Ausdruck

H=31(P + Qi) (2,11)
ko

der mit der entsprechenden klassischen HamiToN-Funktion genau iibereinstimmt,
was auch zu erwarten war.

Die Bestimmung der Eigenwerte dieses HaMLITON-Operators erfordert keine beson-
deren Rechnungen, da sie auf das bekannte Problem der Energieniveaus linearer
Oszillatoren zuriickgefiihrt werden kann (s. III, § 23). Wir konnen daher sofort die
Energieniveaus des Feldes aufschreiben:

E = ';2 (Nka + %) W (2;12)

mit ganzen Zahlen Ny,.

Wir werden diese Formel im folgenden Paragraphen diskutieren. Jetzt wollen wir
die Matrixelemente fiir die GréBen @y, aufschreiben; das kann unmittelbar mit Hilfe
der bekannten Formeln fiir die Matrixelemente der Koordinaten eines Oszillators
geschehen (s. ITI, § 23). Die von Null verschiedenen Matrixelemente sind

Nkzx
2w

<Nka| kax |Nk<x - 1> = <Nko¢ - ]-I Qka lNka> :V (2,13)

Die Matrixelemente der Groflen P, = Qk“ unterscheiden sich von den Matrixele-
menten fiir @, nur um den Faktor +iw.

Fiir die weiteren Rechnungen ist es jedoch zweckmiBiger, anstelle der Grofien Q.
und Py, die Linearkombinationen w@y, + 7Py, zu verwenden; diese haben nur fiir die
Uberginge Ny, — Ny, + 1 von Null verschiedene Matrixelemente. Dementsprechend
fithren wir die folgenden Operatoren ein:

~p 1

8ka = kaa + ,LPer) ) Cra = (kaa - 7/Pkoz) (2914-')
V2w }/2w
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8 Kapitel I. Das Photon

(die klassischen GroBen cj, und ¢y, stimmen bis auf den Faktor |/2n/w mit den Koeffi-
zienten ay, und aj, in der Entwicklung (2,4) iiberein). Die Matrixelemente dieser
Operatoren sind

<Nka - ll Clew lNka> = <Nka‘ C;:_a [Nka - ]-> = VNka . (2’15)
Die Vertauschungsregel fiir ¢, und ¢y, ergibt sich aus der Definition (2,4) und der
Regel (2,9):

6kae;c'_a - el-ei_aaka =1.

(2,16)

Fiir das Vektorpotential ziehen wir die Entwicklung in der Gestalt (2,14) heran mit
Operatoren als Koeffizienten. Wir schreiben sie in der Form

A = 5 (GrArs + GLAL) (2,17)
ko
mit
e(f")
Ay, = Y4 ——¢€*". (2,18)
2w

Wir haben die Bezeichnung e fiir die Einheitsvektoren in Richtung der Polarisation
der Oszillatoren eingefiihrt; die Vektoren e®) stehen senkrecht auf dem Wellenzahl-
vektor k, zu jedein k gibt es zwei unabhéngige Polarisationen.

Analog schreiben wir fiir die Feldoperatoren Eund H

E Z (ckaEka + ckaE )

P (2,19)
2 (CraHp + CiaHi)
mit
Ey, = iwAka s Hka = [nEkos] ) (n= k/(u) . (2;20)
Die Vektoren A, sind in folgendem Sinne orthogonal zueinander:
2
f A AL &3 =5, O - (2,21)
w

Wenn sich Ay, und Af, in den Wellenzahlvektoren unterscheiden, dann enthélt ihr
Produkt den Faktor e/®—*¥)7 der bei der Integration iiber das Volumen Null ergibt;
wenn sie sich in den Polarisationen unterscheiden, ist e — 0, weil die beiden
unabhingigen Polarisationsrichtungen senkrecht aufeinander stehen. Ahnliche Be-
ziehungen gelten auch fiir die Vektoren Ej, und Hy,. IThre Normierung schreibt man

zweckméBig in der Form
1
- f(EkaE:'a' + HkaH:'a') Az = wakk'éaa' . (2’22)

Wir setzen die Operatoren (2,19) in (2,10) ein, integrieren, beachten dabei (2, 22)
und bekommen fiir den Hamirron-Operator des Feldes mit den Operatoren ¢y,

und ¢;,:

~ 1 ~ A g A 1
H= Z'_(ckacl_c'_a + ckacka) - (lEka|2 + lHkalz) d3z
ke 2 4n

1 ~ A g A
= Zgw(ckacl_:x + cltxcka) . (2523)
ko
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§ 2. Quantisierung des freien elektromagnetischen Feldes 9

Dieser Operator ist in der betrachteten Darstellung (Matrixelemente der Operatoren ¢
und ¢* aus (2,15)) diagonal, und seine Eigenwerte stimmen natiirlich mit (2,12)
iiberein.

In der klassischen Theorie wird der Impuls des Feldes durch das Integral

P = L]‘[EH] d3z
47

gegeben. Beim Ubergang zur Quantentheorie ersetzen wir E und H durch die Opera-
toren (2,19) und finden ohne grofle Miihe

P= 2§ (Phe + 0% (2,24)

in Ubereinstimmung mit der bekannten klassischen Beziehung zwischen Energie und
Impuls ebener Wellen. Die Eigenwerte dieses Operators sind

P:kz‘k(Nkoc—'_%)

Die mit den Matrixelementen (2,15) realisierte Darstellung der Operatoren ist die
,,Besetzungszahldarstellung*, sie entspricht der Beschreibung eines Zustandes des
Systems (des Feldes) durch die Angabe der Quantenzahlen Ny, (Besetzungszahlen). In
dieser Darstellung wirken die Feldoperatoren (2,19) (und damit auch der HAMILTON-
Operator (2,11)) auf eine Wellenfunktion des Systems, die eine Funktion der Be-
setzungszahlen Ny, ist; wir bezeichnen sie mit @(Ny,, t). Die Feldoperatoren (2,19)
hingen nicht explizit von der Zeit ab. Das entspricht dem in der nichtrelativistischen
Quantenmechanik iiblichen ScHRODINGER-Bild fiir die Operatoren. Der Zustand
D(Ny,, t) des Systems ist dabei zeitabhingig. Diese Zeitabhédngigkeit wird durch die
SCHRODINGER-Gleichung bestimmt:

6@
at

Eine solche Beschreibung des Feldes ist in ihrem Wesen relativistisch invariant,
weil sie auf den invarianten MAxwELLschen Gleichungen basiert. Diese Invarianz ist
aber nicht explizit zu sehen — vor allem deshalb nicht, weil rdumliche Koordinaten
und Zeit in dieser Beschreibung duBerst unsymmetrisch enthalten sind.

In der relativistischen Theorie ist es zweckméBig, einer Beschreibung auch duBer-
lich eine invariante Gestalt zu geben. Zu diesem Zweck mufl man das sogenannte
HEersenBERG-Bild verwenden, in dem die explizite Zeitabhingigkeit auf die Opera-
toren selbst iibertragen wird (s. III, § 13). Zeit und Koordinaten gehen dann in die
Ausdriicke fiir die Feldoperatoren gleichberechtigt ein, und ein Zustand des Systems
@ hingt allein von den Besetzungszahlen ab.

Der Ubergang zum HErsExBERG-Bild erfolgt fiir den Operator A einfach, indem
man in jedem Summanden in (2,17) die Faktoren e durch e‘*"=*" ersetzt, d. h.,
man hat unter 4;, die zeitabhidngigen Funktionen

—HO .

— e(“) .
Ay — Y/ & o=itot=hn) (2,26)

/20

zu verstehen. Man kann sich davon leicht iiberzeugen, indem man daran denkt, daB
das Matrixelement eines HEISENBERG-Operators fiir den Ubergang ¢ — f den Faktor
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10 Kapitel I. Das Photon

exp { —i(E; — Ey)t} enthalten muB, wenn E; und E; die Energien von Anfangs-
bzw. Endzustand sind (s. III, § 13). Fiir einen Ubergang unter Verkleinerung oder
VergroBerung von N, um 1 ist dieser Faktor einfach e =™ bzw. e,

Im folgenden (sowohl bei der Behandlung des elektromagnetischen Feldes als auch
der Felder von Teilchen) werden wir fiir die Operatoren immer das HEISENBERG-Bild
zugrunde legen.

§ 3. Photonen

Wir wollen jetzt die erhaltenen Formeln fiir die Feldquantisierung diskutieren.

Vor allem weist die Formel (2,12) fiir die Feldenergie folgende Schwierigkeit auf.
Zum niedrigsten Energieniveau des Feldes gehéren die Werte Null fiir die Quanten-
zahlen N, aller Oszillatoren (dieser Zustand wird als Vakuumzustand des elektro-
magnetischen Feldes bezeichnet). Aber bereits in diesem Zustand hat jeder Oszillator
die von Null verschiedene ,,Nullpunktsenergie” w/2. Bei der Summation iiber die
unendlich vielen Oszillatoren erhalten wir ein unendliches Ergebnis. Wir stoBen auf
diese Weise auf eine der ,,Divergenzen‘‘, die die vorhandene Theorie enthilt, weil sie
nicht vollstdndig und nicht logisch abgeschlossen ist.

Solange es sich um die Eigenwerte der Feldenergie handelt, konnen wir diese
Schwierigkeit beseitigen, indem wir einfach die Energie der Nullpunktschwingungen
subtrahieren, d. h., indem wir fiir Feldenergie und -impuls schreiben?)

E=2Nkaw; P:Z‘Nkak (3:1)
kx ko

Anhand dieser Formeln kann man den fiir die ganze Quantenelektrodynamik grund-
legenden Begriff der Lichiquanten oder Photonen einfiithren.?) Wir kénnen namlich das
freie elektromagnetische Feld als eine Gesamtheit von Teilchen ansehen, von denen
jedes die Energie w (= Aw) und den Impuls k (= nkw/c) hat. Die Beziehung zwischen
Energie und Impuls eines Photons ist so, wie sie in der relativistischen Mechanik fiir
Teilchen mit der Ruhmasse Null, die sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, sein
muBl. Die Besetzungszahlen erhalten den Sinn von Photonenzahlen zu gegebenen Im-
pulsen k und Polarisationen e, Die Eigenschaft der Polarisation eines Photons ist
dem Begriff des Spins anderer Teilchen analog (spezifische Besonderheiten des Pho-
tons in dieser Hinsicht werden spéter in § 6 behandelt).

Der ganze im vorigen Paragraphen entwickelte mathematische Formalismus ent-
spricht voéllig der Vorstellung des elektromagnetischen Feldes als einer Gesamtheit
von Photonen; es handelt sich dabei um den Apparat der sogenannten zweiten Quanti-
sierung in Anwendung auf ein Photonensystem.3) Bei dieser Methode (s. I1I, § 64)
spielen die Besetzungszahlen der Zustdnde die Rolle der unabhéingigen Verdnder-

1) Diese Subtraktion kann man formal widerspruchsfrei durchfithren, indem man unter
den Operatorprodukten in (2,10) die ,,Normalprodukte‘* versteht, d.h. Produkte, in
denen die Operatoren ¢+ immer links von den Operatoren ¢ stehen. Die Formel (2,23)
erhilt dann die Gestalt H = ¥ wClslra.

ko
2) Die Vorstellung von Photonen ist erstmalig von EINSTEIN eingefiihrt worden (A. EIN- -
STEIN, 1905).
3) Die Methode der zweiten Quantisierung in Anwendung auf die Strahlungstheorie ist
zuerst von Dirac entwickelt worden (P. A. M. Dirac, 1927).
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§ 3. Photonen 11

lichen, und die Operatoren wirken auf Funktionen dieser Besetzungszahlen. Dabei
spielen die ,,Vernichtungs*- und ,,Erzeugungs“‘-Operatoren eine wesentliche Rolle;
diese Operatoren verkleinern bzw. vergréfern die Besetzungszahlen um 1. Solche
Operatoren sind gerade Crs und ¢il,; der Operator ¢y, vernichtet ein Photon im Zu-
stand k«, ¢;f, erzeugt ein Photon in diesem Zustand.

Die Vertauschungsregel (2,16) entspricht Teilchen, die der BosEk-Statistik gehor-
chen. Die Photonen sind also Bosonen, wie es auch von vornherein zu erwarten ist:
Die zulissige Photonenzahl in einem beliebigen Zustand mul} beliebig sein (wir werden
noch in § 5 auf die Bedeutung dieses Sachverhaltes zuriickkommen).

Die ebenen Wellen A, (2,26), die im Operator A (2,17) als Faktoren der Vernich-
tungsoperatoren fiir die Photonen auftreten, kann man als Wellenfunktionen der
Photonen mit bestimmten Impulsen'k und Polarisationen € ansehen. Dieser Stand-
punkt entspricht der Entwicklung des y-Operators in eine Reihe nach den Wellen-
funktionen der stationidren Zustdnde eines Teilchens in der nichtrelativistischen
Methode der zweiten Quantisierung (anders als dort sind aber in der Entwicklung
(2,17) sowohl Vernichtungs- als auch Erzeugungsoperatoren von Teilchen enthalten;
wir werden die Bedeutung dieses Unterschiedes spéiter kliren, s. §12).

Die Wellenfunktion (2,26) ist nach der Vorschrift

r

1
j (Bl o+ [ Hi?) & = o (3,2)

normiert. Das ist die Normierung ,,auf ein Photon im Volumen V = 1. Tatsdchlich
ist das Integral auf der linken Seite der Gleichung der quantenmechanische Mittel-
wert der Photonenenergie im Zustand mit der betreffenden Wellenfunktion (diese
Interpretation ist an der Darstellung des HamiLtoN-Operators in der ersten Zeile
von (2,23) sofort abzulesen).!)

Die MaxwEeLLschen Gleichungen iibernehmen die Rolle der ,,SCHRODINGER-Glei-
chung* fiir ein Photon. In unserem Fall bedeutet das (fiir ein Potential A(r, t), das die
Bedingung (2,1) erfiillt) die Wellengleichung

PA_ qa—o.

ot
Die ,,Wellenfunktion‘‘ eines Photons ist im allgemeinen Fall beliebiger stationdrer
Zusténde eine komplexe Losung dieser Gleichung, die iiber den Faktor e~ von der
Zeit abhéingt.

Wir wollen noch einmal betonen, daB man die Wellenfunktion eines Photons
keinesfalls als Wahrscheinlichkeitsamplitude einer rdumlichen Lokalisierung des Pho-
tons auffassen darf — im Gegensatz zur Interpretation der Wellenfunktion in der
nichtrelativistischen Quantenmechanik. Das hingt damit zusammen, dafl (wie in § 1
erlautert wurde) der Begriff der Koordinaten eines Photons iiberhaupt keinen physi-
kalischen Sinn hat. Mit dem mathematischen Aspekt dieses Sachverhaltes werden
wir uns noch am Ende des folgenden Paragraphen beschéftigen.

1) Wir machen darauf aufmerksam, da der Koeffizient 1/47 im Integral (3,2) doppelt
so groB ist wie der iibliche Koeffizient 1/87 in (2,10). Dieser Unterschied héngt letzten
Endes damit zusammen, daf3 die Vektoren Er, und Hp, komplex sind, wéahrend die Feld-

operatoren E und H hermitesch sind.
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12 Kapitel I. Das Photon

Die Komponenten der rdumlichen Fourier-Entwicklung der Funktion A(r, ¢) bil-
den die Wellenfunktion eines Photons in der Impulsdarstellung, wir bezeichnen sie
mit A(k, t) = A(k) e~*'. Fiir einen Zustand mit einem bestimmten Impuls k und
bestimmter Polarisation e® ist die Wellenfunktion in der Impulsdarstellung einfach
der Faktor der Exponentialfunktion in (2,26):

e
Aka(k,’ 06,) = V47t ‘/e* 6k'k6a'o¢ . (3>3)

2w

Im Zusammenhang mit der Mefbarkeit des Impulses eines freien Teilchens hat die
Wellenfunktion in der Impulsdarstellung einen tieferen physikalischen Sinn als die
Funktion in der Ortsdarstellung: Sie erlaubt, die Wahrscheinlichkeiten wy, fiir die
verschiedenen Werte von Impuls und Polarisation eines Photons in einem gegebenen
Zustand zu berechnen. Nach den allgemeinen Regeln der Quantenmechanik wird wy,
durch das Betragsquadrat der Entwicklungskoeffizienten der Funktion A(k’) nach
den Wellenfunktionen der Zustinde mit bestimmten k und e®* gegeben:

Wgo ~ | "Z’:"Alta(k”o"’) A(k')lZ

(der Proportionalitidtsfaktor hingt von der Art der Normierung der Funktionen ab).
Wir setzen hier (3,3) ein und erhalten

Wiy C |€ DA(K)|2 . (3,4)

Nach der Summation iiber die beiden Polarisationen finden wir als Wahrscheinlich-
keit, dafl das Photon den Impuls k hat:

wy o |A(K)[?. (3,5)

§ 4. Eichinvarianz

Bekanntlich ist die Wahl der Potentiale fiir ein Feld in der klassischen Elektrodynamik
nicht eindeutig: Die Komponenten des 4-Potentials 4, kénnen einer beliebigen Eich-
transformation der Gestalt

A, —A,+ d,x (4,1)

unterworfen werden, wobei y eine beliebige Funktion von Ort und Zeit ist (s. II, § 18).
Beschrankt man sich fiir eine ebene Welle auf Transformationen, die die Gestalt
des Potentials nicht verdndern (seine Proportionalitit zum Faktor exp (—ikﬂx“)),
dann tritt die fehlende Eindeutigkeit folgendermaflen in Erscheinung: Man kann zur
Amplitude der Welle einen beliebigen 4-Vektor parallel zum 4-Vektor k* addieren.
Die Nichteindeutigkeit des Potentials bleibt natiirlich auch in der Quantentheorie
erhalten, — sie bezieht sich auf die Feldoperatoren oder auf die Wellenfunktionen der
Photonen. Um die Wahl der Potentiale nicht vorwegzunehmen, mufl man statt (2,17)
eine analoge Entwicklung fiir den Operator des 4-Potentials aufschreiben:
Ar = 3 Eudfs + G54, (4.2)
ko
wobei die Wellenfunktionen A%, 4-Vektoren der Gestalt

R eﬂ .
Af = V4n/ﬁe””"’x" , e”e/" = —1,
V2w
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§ 4. Eichinvarianz 13

sind, oder in kiirzerer Schreibweise unter Weglassen der vierdimensionalen Vektorin-
dizes: '

Ay = A S e, gex — 1, (4,3)
2w
Hier ist der 4-Impuls k* = (w, k), so daB kx = wt — kr ist; e ist der 4-Einheitsvektor
der Polarisation.!)
Beschrinkt man sich auf Eichtransformationen, die die Abhéngigkeit der Funktion
(4,3) von Ort und Zeit nicht verdndern, dann reduzieren sich die Eichtransformationen
auf die Substitution

e, —>e, + 1k, (4,4)

mit einer beliebigen Funktion 3 = y(k*). Die transversale Polarisation bedeutet, daf
immer eine solche Eichung maglich ist, bei der der 4-Vektor e die Gestalt

et =(0,e), ek=0 (4,5)

hat (diese Eichung werden wir als dreidimensional transversal bezeichnen). In in-
varianter vierdimensionaler Form wird aus dieser Forderung die Bedingung der vier-
dimensionalen Transversalitdt

ek =0. (4.6)
Wir machen darauf aufmerksam, dafl diese Bedingung (wie auch die Normierungs-
vorschrift ee* = —1) durch eine Transformation (4,4) nicht verletzt wird, weil £2 = 0

ist. Andererseits bedeutet das Verschwinden des 4-Impulses eines Teilchens, da
dessen Masse Null ist. Hierin duBert sich der Zusammenhang zwischen Eichinvarianz
und der Masse Null des Photons (andere Aspekte dieses Zusammenhanges werden in
§ 14 behandelt werden).

Bei einer Eichtransformation der Wellenfunktionen der Photonen, die an einem
Prozel} beteiligt sind, diirfen sich keine mefbaren physikalischen GréBen &ndern.
Diese Forderung nach Eichinvarianz spielt in der Quantenelektrodynamik eine noch
groflere Rolle als in der klassischen Theorie. Wir werden an vielen Beispielen sehen,
daB sie hier neben der Forderung nach relativistischer Invarianz ein aussagekraftiges
heuristisches Prinzip ist.

Die Eichinvarianz der Theorie ist wiederum mit dem Erhaltungssatz fiir die elek-
trische Ladung eng verkniipft; wir werden uns mit diesem Aspekt in § 43 beschif-
tigen.

Wir haben schon im vorangegangenen Paragraphen erwiahnt, daf die ortsabhéngige
Wellenfunktion eines Photons nicht als Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir eine rdum-
liche Lokalisierung gedeutet werden kann. In mathematischer Hinsicht duBert sich
dieser Sachverhalt so, dal es unméglich ist, mit Hilfe der Wellenfunktion eine Gréfe
zu bilden, die wenigstens in ihren formalen Eigenschaften die Rolle einer Wahrschein-
lichkeitsdichte spielen kénnte. Eine solche GroBe miifite eine positiv definite Bilinear-
form aus der Wellenfunktion A4, und der konjugiert komplexen Funktion sein. Aufer-

1) Der Ausdruck (4,3) hat keine vollstindig relativistisch kovariante (4-Vektor-)Gestalt;
das hingt mit der nicht invarianten Natur der angenommenen Normierung auf das end-
liche Volumen ¥V = 1 zusammen. Dieser Sachverhalt hat jedoch keine prinzipielle Be-
deutung und wird von den Vorteilen ausgeglichen, die- diese Normierung mit sich bringt.
Wir werden spéter sehen., daB auf Grund dieser Normierung reale physikalische GroBen
einfach und automatisch in der erforderlichen invarianten Form erhalten werden kénnén.
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14 Kapitel I. Das Photon

dem miilte sie gewisse Forderungen der velativistischen Kovarianz geniigen, — sie
miiBte die Zeitkomponente eines 4-Vektors sein (es geht darum, dal die Kontinuitéts-
gleichung fiir die Erhaltung der Teilchenzahl in vierdimensionaler Form als Ver-
schwinden der Divergenz eines 4-Stromvektors geschrieben wird ; die Zeitkomponente
dieses Stromvektors ist dann die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Lokalisierung des
Teilchens, s. II, §29). Auf Grund der Forderung nach Eichinvarianz kann der 4-
Vektor A4, andererseits in einem Strom nur als antisymmetrischer Tensor F,, = 9,4,
— 0,4, = —i(k,4, — k,4,) enthalten sein. Der 4-Stromvektor mufl also bilinear
aus F,, und F}, aufgebaut werden (und aus den Komponenten des 4-Vektors k,).
Einen solchen 4-Vektor kann man aber iiberhaupt nicht bilden: Jeder Ausdruck, der
die gestellten Bedingungen erfiillt (zum Beispiel ¥*F},F}), verschwindet infolge der
Transversalititsbedingung (¥*F,, = 0), abgesehen davon, daB er nicht positiv definit
ist (weil er ungerade Potenzen der Komponenten k, enthélt).

§ 5. Das elektromagnetische Feld in der Quantentheorie

Die Beschreibung des Feldes als Gesamtheit von Photonen ist die einzige Beschreibung,
die dem physikalischen Sinn des elektromagnetischen Feldes in der Quantentheorie
vollig addquat ist. Sie ersetzt die klassische Beschreibung mit Hilfe der Feldstéirken.
Letztere gehen in den mathematischen Apparat des Photonenbildes als Operatoren
der zweiten Quantisierung ein.

Bekanntlich dhneln die Eigenschaften eines quantenmechanischen Systems den
klassischen Eigenschaften in den Fillen, in denen die Quantenzahlen fiir die statio-
niren Zustinde eines Systems grof} sind. Fiir ein freies elektromagnetisches Feld (in
einem vorgegebenen Volumen) bedeutet das, dal die Quantenzahlen der Oszillatoren,
d. h. die Photonenzahlen Ny, grof} sein miissen. In dieser Hinsicht ist es von groBer
Bedeutung, dal die Photonen der Bosk-Statistik gehorchen. Im mathematischen
Formalismus der Theorie zeigt sich der Zusammenhang der Bosk-Statistik mit den
Eigenschaften des klassischen Feldes in den Vertauschungsregeln fiir die Operatoren
Crx und ¢4,. Fiir grofe Ny,, wenn die Matrixelemente dieser Operatoren groB sind,
kann man die 1 auf der rechten Seite der Vertauschungsregel (2,16) vernachlissigen
und es ergibt sich

Eka/c\l_c’_a =~ El—:a/c\ka )
d. h., diese Operatoren gehen in miteinander vertauschbare klassische GroBen ¢, und
¢y, iiber, die die klassischen Feldstirken bestimmen.

Die Bedingung fiir das quasiklassische Verhalten des Feldes erfordert jedoch noch
eine Verschirfung; denn wenn alle Zahlen Ny, groB sind, dann ist die Feldenergie bei
der Summation iiber alle Zustdnde kx auf jeden Fall unendlich, so daB die Bedingung
gegenstandslos wird.

In einer physikalisch sinnvollen Fragestellung nach den Bedingungen fiir quasi-
klassisches Verhalten wird man die iiber ein gewisses kleines Zeitintervall At gemittel-
ten Werte des Feldes betrachten. Wir denken uns das klassische elektrische Feld E
(oder das Magnetfeld H) als Fouritr-Integral beziiglich der Zeit dargestellt. Bei der
Mittelung iiber das Zeitintervall At liefern nur diejenigen FourIier-Komponenten

einen merklichen Beitrag zum Mittelwert ET deren Frequenzen die Bedingung o 4t < 1
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