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VORWORT DES HERAUSGEBERS
ZUR DEUTSCHEN AUSGABE

In der Fachwelt geniet das umfassende, zehnbindige Lehrbuch der Theoretischen
Physik von L. D. LaNpavU { und E. M. LirscHITZ hohes Ansehen. Auch der Band III
—der nichtrelativistischen Quantentheorie und ihren vielfaltigen Anwendungen ge-
widmet — trigt zu diesem hohen Ansehen bei. Darstellung und Stil sind, wie auch in
den anderen Binden, sehr elegant und modern. Im Unterschied zu manchen mehr
abstrakten Darstellungen der Quantentheorie werden hier die physikalischen Aus-
sagen und Zusammenhénge gegeniiber dem Mathematisch-Formalen klar herausge-
arbeitet. Besonders wertvoll ist auch die sehr ausfiihrliche Behandlung einer ganzen
Reihe konkreter Anwendungen, so zur Theorie der Atome, der zwei- und mehratomi-
gen Molekiile, des Atomkerns usw. Dabei kommen auch die Bewegung im Zentral-
feld, im Magnetfeld, die Stérungstheorie, der quasiklassische Grenzfall, die Theorie
der Symmetrie, der Addition von Drehimpulsen, der elastischen und unelastischen
StoBe eingehend zur Sprache. Zahlreiche Aufgaben erginzen den Text.

Dieser neuen deutschen Auflage liegt die dritte, liberarbeitete, russische Auflage
zugrunde. Deren zahlreiche Anderungen und Ergénzungen machten eine vollstandige
Neuiibersetzung notwendig, die in bewdhrter Weise von Herrn A. KEHNEL angefertigt
wurde. Bis zu seinem Tode am 29. Okt. 1985 hat Herr Professor E. M. LIFscHITZ
regelmiBig bei der Vorbereitung von Auflagen der deutschen Ausgabe geholfen. Beim
Korrekturlesen wurde ich dankenswerter Weise von den Herren B. PIETRASS und
W. KELLER unterstiitzt, den Herren D.ScHLOUTER und M. HIETSCHOLD sowie R.
BracHOLDT und J. GRAFENSTEIN danke ich fiir wertvolle Hinweise auf Druckfehler.

Dresden, September 1986 P. Z1iEscHE



VORWORT ZUR DRITTEN RUSSISCHEN AUFLAGE

Die Herausgabe der zweiten Auflage dieses Bandes war die letzte Arbeit an einem
Buch, die gemeinsam mit meinem Lehrer L. D. LANDAU auszufithren mir vergénnt
war. Die damals vorgenommene Uberarbeitung und Erginzung dieses Buches waren
sehr umfangreich und erfaflten alle Kapitel.

Fiir diese neue Auflage war natiirlich eine wesentlich geringere Bearbeitung er-
forderlich. Trotzdem ist eine betrdchtliche Menge neuen Stoffes (darunter auch neue
Aufgaben) hinzugekommen. Es sind einmal Ergebnisse der letzten Jahre neu auf-
genommen worden, und zum anderen wurden idltere Ergebnisse einbezogen, die in
der letzten Zeit eine erhohte Aufmerksamkeit auf sich gelenkt haben.

Lew DawipowITscH LANDAU beherrschte den Apparat der Theoretischen Physik
in einem solch hohen MaBe, dafl er bei der Wiedergabe von Ergebnissen seinen eigenen
Weg gehen konnte, ohne irgendwie auf die Originalarbeiten verweisen zu miissen.
Dadurch kénnten in dem Buch einige notwendige Literaturhinweise fehlen; ich
habe mich bemiiht, sie in dieser Auflage nach Méglichkeit zu erginzen. Gleichzeitig
habe ich Hinweise auf LEw DawipowirscH LANDAU an denjenigen Stellen eingefiigt,
an denen Ergebnisse oder Methoden dargestellt werden, die von ihm selbst stammen
und nicht in anderer Form ver6ffentlicht worden sind.

Wie auch bei der Arbeit an der Neuauflage anderer Binde dieses Lehrbuches haben
mich bei der Bearbeitung dieses Bandes viele meiner Kollegen hilfreich unterstiitzt;
sie haben mich auf mégliche Mangel in der bisherigen Darstellung hingewiesen und
ihre Wiinsche nach bestimmten Erginzungen ausgesprochen. Ich habe von A.M.
Bropski, G. F. DrRukarew, I. G. Karran, W. P. Krasvow, I. B. LEwixson, P. E.
Nemmrowskr, W. L. Pokrowski, L. I. SoBELMAN und I. S. ScHAPIRO eine ganze Reihe
niitzlicher Hinweise erhalten, die in der vorliegenden Auflage dieses Buches beriick-
sichtigt worden sind; ich méchte ihnen allen meinen herzlichen Dank aussprechen.

Ich habe die ganze Arbeit an der Neuauflage dieses Bandes in enger Zusammen-
arbeit mit L. P. PITATEWSKI vorgenommen. Es ist mir gegliickt, in seiner Person einen
Arbeitsgefihrten zu finden, der ebenfalls aus der LANDAUschen Schule hervorgegangen
und von den gleichen wissenschaftlichen Idealen beseelt ist.

Institut fiir Physikalische Probleme
der Akademie der Wissenschaften der UdSSR
Moskau, im November 1973 E. M. LiFscHITZ



AUS DEM YORWORT ZUR ERSTEN RUSSISCHEN AUFLAGE

Der vorliegende Band des Lehrbuches der Theoretischen Physik befafBit sich mit der
Darstellung der Quantenmechanik. Wegen des sehr umfangreichen Stoffes erscheint
es zweckmifig, diesen Band in zwei Teilen vorzulegen. Der hiermit verdffentlichte
erste Teil enthilt die nichtrelativistische Theorie, wahrend die relativistische Theorie
der Inhalt des zweiten Teiles sein wird.

Unter der relativistischen Theorie verstehen wir im weitesten Sinne des Wortes die
Theorie aller Quantenerscheinungen, fiir die die Lichtgeschwindigkeit eine wesentliche
Rolle spielt. Dementsprechend gehéren dazu sowohl die relativistische Dirac-Theorie
und damit zusammenhéngende Probleme, als auch die gesamte Quantentheorie der
Strahlung.

Neben den Grundlagen der Quantenmechanik sind in dem vorliegenden Buch auch
viele Anwendungen derselben enthalten, in viel grélerem Umfang, als es iiblicherweise
in allgemeinen Lehrbiichern der Quantenmechanik der Fall ist. Wir haben nur solche
Probleme hier nicht aufgegriffen, deren Untersuchung gleichzeitig eine eingehende
Analyse der experimentellen Befunde erfordern wiirde; das wiirde unvermeidlich iiber
den Rahmen dieses Buches hinausgehen.

Bei der Darstellung konkreter Probleme haben wir uns um gréBtmdégliche Voll-
stindigkeit bemiiht. Im Zusammenhang damit haben wir Hinweise auf die Original-
arbeiten als iiberfliissig erachtet und uns auf die Angabe der jeweiligen Autoren
beschrinkt.

Wie in den vorhergehenden Bédnden haben wir uns bei der Darstellung der all-
gemeinen Fragen bemiiht, nach Mdoglichkeit das physikalische Wesen der Theorie
herauszustellen und darauf den mathematischen Apparat aufzubauen. Das zeigt sich
besonders in den ersten Paragraphen dieses Buches, in denen die allgemeinen Eigen-
schaften der quantenmechanischen Operatoren behandelt werden. Die iibliche Dar-
stellung geht von den mathematischen Sidtzen iiber lineare Operatoren aus. Im Gegen-
satz dazu gehen wir von der physikalischen Problemstellung aus und leiten die
mathematischen Forderungen her, die an die Operatoren und die Eigenfunktionen
gestellt werden miissen.

Man kann nicht umhin festzustellen, daf die Darstellung in vielen Lehrbiichern der
Quantenmechanik komplizierter als in den Originalarbeiten ist. Obwohl eine solche
Darstellung gewdhnlich mit gréferer Allgemeinheit und Strenge begriindet wird, ist
jedoch bei aufmerksamer Betrachtung leicht zu erkennen, dall sowohl das eine wie
das andere tatsichlich oft illusorisch sind, was sogar soweit geht, dal sich ein betricht-
licher Teil der ,,strengen‘‘ Siatze als fehlerhaft erweist. Da uns eine solche komplizierte
Darstellung véllig ungerechtfertigt erscheint, haben wir uns umgekehrt um denkbar
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mogliche Einfachheit bemiiht und haben vielfach auf die Originalarbeiten zuriick-
gegriffen.

Einige rein mathematische Angaben haben wir am Ende des Buches als ,,Mathe-
matische Ergidnzungen® angefiigt, um die Darstellung im Text nach Méglichkeit
nicht durch Hinwendung zu der rein rechnerischen Seite zu unterbrechen. Diese
Erginzungen sind auch zum Nachschlagen gedacht.

Moskau, im Mai 1947 L. D. Laxpavu, E. M. LIFsCHITZ
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EINIGE BEZEICHNUNGEN

Operatoren werden durch das Zeichen ~ gekennzeichnet: fn

Fiir das Volumenelement verwenden wir folgende Bezeichnungen:

im Ortsraum dV, im Konfigurationsraum dg, im Impulsraum d3p.

Die Matrixelemente der GréBe f sind (s. die Definition auf 8. 29) f,, oder (n|f |m).
Die Frequenzen bei Ubergiingen sind w,,, = (En — En)/k.

Der Kommutator zweier Operatoren ist { f: g} = f?j — §fA

Der HamipTon-Operator ist H.

Phasenverschiebungen von Wellenfunktionen werden mit §, bezeichnet. Wegen der
atomaren und der CouroMB-MaReinheiten, s. die Definition auf S. 116.

Vektor- und Tensorindizes werden mit lateinischen Buchstaben <, k, I bezeichnet.
Der antisymmetrische Einheitstensor ist e;; (Definition auf S. 83).

Das Zeichen = bedeutet ,,gendhert gleich*, ~ ,.der GroBenordnung nach gleich‘,
o ,,proportional zu‘‘.

Hinweise auf Paragraphen und Formeln in anderen Bédnden dieses Lehrbuches
werden mit rémischen Ziffern versehen: I = Band I, ,,Mechanik, 1973 (1987);
IT = Band I, ,,Klassische Feldtheorie*, 1973 (1987); IV = Band IV, ,,Quanten-
elektrodynamik*, 1980 (1986).*)

*) Die Jahresangaben in Klammern beziehen sich auf die neuesten deutschen Ausgaben. -
Anm. d. Herausg.



I DIE GRUNDBEGRIFFE DER QUANTENMECHANIK

§1. Das Unbestimmtheitsprinzip

Versucht man, die klassische Mechanik und die klassische Elektrodynamik zur Er-
klirung der Erscheinungen in atomaren Bereichen zu verwenden, dann gelangt man
zu Ergebnissen, die in krassem Widerspruch zum Experiment stehen. Am klarsten ist
das bereits aus dem Widerspruch zu erkennen, der sich bei Anwendung der gewohn-
lichen Elektrodynamik auf ein Atommodell ergibt, in dem sich die Elektronen auf
klassischen Bahnen um den Kern bewegen. Bei dieser Bewegung miillten die Elek-
tronen, wie bei jeder beschleunigten Bewegung von Ladungen, ununterbrochen
elektromagnetische Wellen aussenden. Infolge dieser Strahlung miiliten die Elektronen
ihre Energie verlieren, was letzten Endes dazu fithren miite, dal} sie in den Kern
stiirzen. Nach der klassischen Elektrodynamik wire ein Atom also instabil, das ent-
spricht in keiner Weise der Wirklichkeit.

Dieser tiefe Widerspruch zwischen der Theorie und dem Experiment deutet darauf
hin, dal der Aufbau einer Theorie fiir die atomaren Erscheinungen eine grundsitzliche
Anderung in den grundlegenden klassischen Vorstellungen und Gesetzen erfordert.
Atomare Erscheinungen sind solche, die an Teilchen mit sehr kleiner Masse und in
sehr kleinen Raumgebieten ablaufen.

Um diese Abdnderung zu finden, gehen wir am einfachsten von der experimentell
beobachteten Erscheinung der sogenannten Elektronenbeugung!) aus. Beim Durch-
gang eines homogenen Elektronenstrahles durch einen Kristall beobachtet man im
durchgelassenen Strahl abwechselnd Intensitdtsmaxima und -minima, véllig analog
zu der Beugung elektromagnetischer Wellen. Unter gewissen Bedingungen weist also
das Verhalten materieller Teilchen — der Elektronen — Ziige auf, die fiir Wellen-
vorginge charakteristisch sind.

Wie tief diese Erscheinung den iiblichen Vorstellungen iiber die Bewegung von
Teilchen widerspricht, kann man am besten aus folgendem Gedankenexperiment er-
kennen, das eine Idealisierung der Elektronenbeugung an einem Kristall darstellt. Wir
stellen uns einen fiir die Elektronen undurchlédssigen Schirm vor, in den zwei Spalte
eingeschnitten sind. Wir beobachten nun den Durchgang des Elektronenstrahles?)
durch einen Spalt, wihrend der andere Spalt abgedeckt ist. So erhalten wir auf einern

1) Die Erscheinung der Elektronenbeugung wurde in Wirklichkeit erst nach der Schaffung der
Quantenmechanik entdeckt. In unserer Darstellung halten wir uns jedoch nicht an die historische
Entwicklung der Theorie. Wir versuchen dagegen, sie so aufzubauen, da sie moglichst klar die
Zusammenhinge zwischen den Grundprinzipien der Quantenmechanik und den experimentell
beobachteten Erscheinungen zeigt.

%) Der Strahl wird als so verdiinnt angenommen, daB die Wechselwirkung der Teilchen darin
keine Rolle spielt.
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Schirm hinter dem Spalt eine bestimmte Intensitdtsverteilung. Wir erhalten ein
anderes Bild auf dem Schirm, wenn wir den zweiten Spalt 6ffnen und den ersten
abdecken. Beobachten wir nun den Durchgang des Strahles durch beide Spalte gleich-
zeitig, dann miiBten wir auf Grund der iiblichen Vorstellungen ein Bild erwarten, das
eine einfache Uberlagerung der beiden vorhergehenden ist. Jedes Elektron bewegt
sich danach auf seiner Bahn und fliegt durch einen der Spalte, ohne auf die Elektronen,
die durch den anderen Spalt hindurchgehen, einen Einflul auszuiiben. Die Erschei-
nung der Elektronenbeugung zeigt jedoch, daB wir in Wirklichkeit ein Beugungs-
bild erhalten, das sich wegen der Interferenz keineswegs auf die Summe der beiden
Bilder von den einzelnen Spalten zuriickfiithren 148t. Dieses Ergebnis kann natiirlich
nicht mit der Vorstellung von der Bewegung der Elektronen entlang einer Bahn in
Einklang gebracht werden.

Die Mechanik, der die atomaren Erscheinungen gehorchen, die sogenannte Quanten-
oder Wellenmechanik, muB also prinzipiell andere Vorstellungen iiber die Bewegung
zugrunde legen als die klassische Mechanik. In der Quantenmechanik gibt es den
Begriff der Bahn eines Teilchens nicht. Dies ist der Inhalt des sogenannten Un-
bestvmmitheitsprinzips, eines der Grundprinzipien der Quantenmechanik, das 1927 von
W. HEIsENBERG entdeckt worden ist.!)

Das Unbestimmtheitsprinzip lehnt die iiblichen Vorstellungen der klassischen
Mechanik ab und hat somit einen negativen Inhalt. Es ist natiirlich fiir sich allein
vollig unzureichend, um darauf eine neue Teilchenmechanik aufzubauen. Einer solchen
Theorie miissen selbstverstindlich irgendwelche positiven Behauptungen zugrunde
liegen; wir werden diese spiter behandeln (§ 2). Um aber diese Behauptungen formu-
lieren zu konnen, miissen wir zuerst die Art der Fragestellung klidren, der sich die
Quantenmechanik gegeniibersieht. Wir gehen dazu zunéchst auf den besonderen
Charakter des Verhiltnisses der Quantenmechanik zur klassischen Mechanik ein.

Gewohnlich kann eine allgemeinere Theorie unabhingig von einer weniger all-
gemeinen Theorie, die darin als Grenzfall enthalten ist, logisch geschlossen formuliert
werden. So kann die relativistische Mechanik auf ihren eigenen Grundprinzipien auf-
gebaut werden, ohne irgendwie auf die NEwToNsche Mechanik zuriickzugreifen. Die
Formulierung der Grundlagen der Quantenmechanik ist prmz1p1ell unmdéglich, ohne
die klassische Mechanik heranzuziehen.

Da ein Elektron?) keine bestimmte Bahnkurve besitzt, hat es auch keine anueren
dynamischen Charakteristika.?) Es ist daher klar, daB fiir ein System aus quanten-
mechanischen Objekten allein im allgemeinen keine logisch befriedigende Mechanik
geschaffen werden kann. Um die Bewegung eines Elektrons quantitativ beschreiben zu
kénnen, miissen auch physikalische Objekte vorhanden sein, die mit geniigender
Genauigkeit der klassischen Mechanik gehorchen. Wenn ein Elektron mit einem
klasstschen Objekt in Wechselwirkung tritt, dann wird sich der Zustand des letzteren

1) Esist interessant, daB der gesamte mathematische Apparat der Quantenmechanik in den Jahren
1925—1926 von W. HErseNBERG und E. SCHRODINGER geschaffen worden ist, also noch vor der
Entdeckung des Unbestimmtheitsprinzips, das den physikalischen Inhalt dieses Apparates offen-
bart.

2) In diesem und im folgenden Paragraphen werden wir der Kiirze halber von einem Elektron
sprechen und damit allgemein ein beliebiges Quantenobjekt meinen, d. h. ein Teilchen oder ein
System von Teilchen, das der Quantenmechanik und nicht der klassischen Mechanik gehorcht.
3) Wir meinen damit Gré8en zur Beschreibung der Bewegung des Elektrons und nicht zur Charak-
terisierung des Elektrons als Teilchen (Ladung, Masse); letztere sind Parameter.
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im allgemeinen é@ndern. Die Art und die Grofle dieser Anderung hingen vom Zustand
des Elektrons ab und kdnnen daher zur quantitativen Beschreibung desselben benutzt
werden.

In diesem Zusammenhang nennt man das klassische Objekt gewshnlich Mefgerdt,
den Vorgang der Wechselwirkung mit einem Elektron bezeichnet man dabei als
Messung. Man mufl jedoch betonen, dal man damit keineswegs einen Mefprozef
meint, an dem ein physikalischer Beobachter teilnimmt. Unter einer Messung versteht
man in der Quantenmechanik jeden Wechselwirkungsprozell zwischen einem klassi-
schen und einem Quantenobjekt, der unabhingig von irgendeinem Beobachter ablauft.
Es war N. Bonr, der die groBle Rolle des Begriffes der Messung in der Quanten-
mechanik klargestellt hat.

Wir haben ein Mefigerit als ein physikalisches Objekt definiert, das mit geniigender
Genauigkeit der klassischen Mechanik gehorcht. So ein Gerdt ist zum Beispiel ein
Kérper mit einer geniigend groflen Masse. Man darf jedoch nicht denken, dafl ein
Gerit unbedingt ein makroskopischer Gegenstand sein muB. Unter bestimmten Be-
dingungen kann auch ein offensichtlich mikroskopisches Objekt die Rolle eines Gerites
spielen, weil die Forderung ,,mit geniigender Genauigkeit von der konkreten Frage-
stellung abhingt. So wird die Bewegung eines Elektrons in einer Wirsonschen Nebel-
kammer anhand der erzeugten Nebelspur beobachtet, deren Durchmesser im Ver-
gleich zu atomaren Abmessungen groB ist. Bei dieser Genauigkeit der Bestimmung der
Bahnkurve ist das Elektron ein vollkommen klassisches Objekt.

Die Quantenmechanik nimmt also eine sehr eigenartige Stellung unter den physi-
kalischen Theorien ein: Sie enthilt die klassische Mechanik als Grenzfall und bedarf
gleichzeitig dieses Grenzfalles zu ihrer eigenen Begriindung.

Wir koénnen jetzt die Problemstellung der Quantenmechanik formulieren. Eine
typische Problemstellung ist die Voraussage des Ergebnisses einer wiederholten
Messung aus dem bekannten Ergebnis vorangegangener Messungen. Wir werden
spéter sehen, dafl die Quantenmechanik im allgemeinen gegeniiber der klassischen
Mechanik die Werte einschriankt, die verschiedene physikalische GréBen (zum Beispiel
die Energie) annehmen kénnen; d. h. die Werte, die als MeBergebnisse fiir eine gegebe-
ne Grofle beobachtet werden konnen, sind in der Quantenmechanik gegeniiber der
klassischen Mechanik eingeschrinkt. Der Apparat der Quantenmechanik mull es
ermoglichen, diese erlaubten Werte zu bestimmen.

Der Mefiprozel hat in der Quantenmechanik eine sehr wesentliche Besonderheit:
Er wirkt immer auf das der Messung unterworfene Elektron ein, und diese Ein-
wirkung kann bei gegebener MeBgenanigkeit prinzipiell nicht beliebig klein gemacht
werden. Je genauer die Messung ist, desto stirker ist die Einwirkung dabei. Nur bei
Messungen mit sehr geringer Genauigkeit kann der Einflufl auf das MeBobjekt schwach
sein. Diese Eigenschaft der Messung héngt logisch damit zusammen, dal die dynami-
schen GroBen eines Elektrons nur im Ergebnis der Messung selbst in Erscheinung
treten. Wenn die Einwirkung des MeBprozesses auf das Objekt beliebig klein gemacht
werden konnte, dann wiirde das bedeuten, dafl die zu messende GréBe an sich einen
bestimmten Wert hat, unabhingig von der Messung.

Unter den verschiedenen Messungen hat die Ortsmessung (Messung der Orts-
koordinaten) fiir ein Elektron fundamentale Bedeutung. Im Anwendungsbereich der
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Quantenmechanik kann der Ort eines Elektrons immer beliebig genau gemessen
werden.!)

Wir nehmen an, daB der Ort eines Elektrons nach bestimmten Zeitintervallen A¢
immer wieder gemessen wird. Die MeBergebnisse liegen im allgemeinen nicht auf einer
glatten Kurve. Im Gegenteil, je genauer die Messungen ausgefiihrt werden, desto
sprungartiger und ungeordneter ist der Gang der MeBergebnisse, weil ja der Begriff
der Bahnkurve fiir ein Elektron nicht vorhanden ist. Eine mehr oder weniger glatte
Bahnkurve erhilt man nur, wenn man den Ort eines Elektrons mit einer geringen
Genauigkeit mifit, wie zum Beispiel durch die Kondensation des Dampfes in einer
Nebelkammer.

Wenn man bei unverdnderter Mefigenauigkeit die Intervalle At zwischen den
Messungen verkiirzt, dann werden aufeinanderfolgende Messungen natiirlich dicht
benachbarte Werte fiir die Koordinaten ergeben. Obwohl die Ergebnisse einer Reihe
aufeinanderfolgender Messungen in einem kleinen Raumgebiet liegen werden, werden
sie in diesem Gebiet vollkommen ungeordnet verteilt sein und keineswegs eine glatte
Kurve bilden. La8t man insbesondere At gegen Null streben, so werden die Ergebnisse
aufeinanderfolgender Messungen ganz und gar nicht auf einer Geraden liegen.

Der letztere Sachverhalt lehrt, daB es in der Quantenmechanik den Begriff der
Geschwindigkeit eines Teilchens im klassischen Sinne dieses Wortes nicht gibt, d. h.
als Grenzwert des Quotienten aus der Differenz der Orte zu zwei Zeitpunkten und der
zugehorigen Zeitdifferenz fiir 4t — 0. Wir werden jedoch spiter sehen, dafi man in
der Quantenmechanik nichtsdestoweniger eine verniinftige Definition der Geschwin-
digkeit eines Teilchens in einem bestimmten Zeitpunkt geben kann und dafl diese
Geschwindigkeit beim Ubergang zur klassischen Mechanik in die klassische Geschwin-
digkeit iibergeht.

Wihrend aber in der klassischen Mechanik ein Teilchen in jedem Zeitpunkt einen
bestimmten Ort und eine bestimmte Geschwindigkeit hat, liegt in der Quanten-
mechanik ein ganz anderer Sachverhalt vor. Wenn ein Elektron im Ergebnis einer
Messung einen bestimmten Ort eingenommen hat, dann hat es dabei iiberhaupt keine
bestimmte Geschwindigkeit. Hat ein Elektron umgekehrt eine bestimmte Geschwin-
digkeit, dann kann es keinen bestimmten Ort im Raum einnehmen. Tatsédchlich
wiirde die gleichzeitige Existenz von bestimmtem Ort und bestimmter Geschwindig-
keit in einem beliebigen Zeitpunkt das Vorhandensein einer bestimmten Bahnkurve
bedeuten, die das Elektron aber nicht hat. In der Quantenmechanik sind also Ort
und Geschwindigkeit eines Elektrons GréBen, die nicht gleichzeitig genau gemessen
werden kénnen, d. h., sie kénnen nicht gleichzeitig bestimmte Werte haben. Ort und
Geschwindigkeit eines Elektrons sind Gréfien, die nicht gleichzeitig existieren. Spéter
weérden wir eine quantitative Beziehung herleiten, der zu entnehmen ist, wie grofl die
Ungenauigkeit bei der gleichzeitigen Messung von Ort und Geschwindigkeit min-
destens ist.

Durch die Vorgabe aller Orte und Geschwindigkeiten in einem gegebenen Zeitpunkt
wird in der klassischen Mechanik der Zustand eines physikalischen Systems vollstindig
beschrieben. Aus diesen Anfangswerten bestimmen die Bewegungsgleichungen das
Verhalten eines Systems zu allen zukiinftigen Zeiten. In der Quantenmechanik ist

1} Wir wollen noch einmal folgendes hervorheben: Wenn wir schreiben ,,gemessen werden‘‘, dann
meinen wir immer die Wechselwirkung eines Elektrons mit einem klassischen Geridt und setzen
keinesfalls die Anwesenheit eines fremden Beobachters voraus.
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eine solche Beschreibung prinzipiell unmdéglich, weil Orte und zugehérige Geschwindig-
keiten nicht gleichzeitig existieren. Die Beschreibung des Zustandes eines quanten-
mechanischen Systems erfolgt also mit weniger GréB8en als in der klassischen Mechanik,
d. h., sie ist nicht so weitgehend wie die klassische.

Hieraus ergibt sich eine sehr wichtige Folgerung iiber die Art der Voraussagen in
der Quantenmechanik. Wahrend die klassische Beschreibung ausreicht, die Bewegung
eines mechanischen Systems in der Zukunft vollig exakt vorauszusagen, kann die
weniger weitgehende Beschreibung in der Quantenmechanik dazu nicht ausreichen.
Hieraus folgt: Wenn sich ein Elektron in einem Zustand befindet, der so vollstdndig
wie in der Quantenmechanik nur moéglich beschrieben wird, dann ist sein Verhalten
in den spiteren Zeitpunkten trotzdem nicht eindeutig bestimmbar. Die Quanten-
mechanik kann keine streng bestimmten Voraussagen iiber das zukiinftige Verhalten
eines Elektrons machen. Zu einem gegebenen Anfangszustand eines Elektrons kann
eine anschliefende Messung verschiedene Ergebnisse liefern. Die Aufgabe der Quanten-
mechanik besteht nur in der Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, dieses oder jenes
Ergebnis bei dieser Messung zu erhalten. Es versteht sich, da8 die Wahrscheinlichkeit
fiir ein bestimmtes MeBergebnis in manchen Fillen gleich 1 sein kann, d. h., sie kann
zur GewiBheit werden, so daBl das Ergebnis einer bestimmten Messung eindeutig wird.

Alle Meflprozesse in der Quantenmechanik kénnen in zwei Kategorien eingeteilt
werden. Die eine Kategorie, zu der die meisten Messungen gehdren, umfafit die
Messungen, die fiir keinen Zustand des Systems mit Sicherheit ein eindeutiges Ergeb-
nis liefern. Zur anderen Kategorie gehoren die Messungen, bei denen es fiir jedes
Ergebnis einen Zustand gibt, in dem eine Messung mit Sicherheit zu dem gegebenen
Ergebnis fiihrt. Gerade diese letzteren Messungen, die man als voraussagbar bezeichnen
kann, spielen in der Quantenmechanik eine grundlegende Rolle. Die bei diesen Messun-
gen bestimmten quantitativen Charakteristika eines Zustandes werden in der Quanten-
mechanik physikalische GroBen genannt. Falls in einem Zustand eine Messung mit
Sicherheit ein eindeutiges Ergebnis liefert, dann werden wir sagen, daf die betreffende
physikalische Grofle in diesem Zustand einen bestimmten Wert hat. Im folgenden
werden wir iiberall den Ausdruck physikalische Grofe in dem hier angegebenen Sinne
verstehen.

Spiter werden wir uns noch vielfach davon iiberzeugen, dafl bei weitem nicht jede
Gesamtheit physikalischer GréBen in der Quantenmechanik gleichzeitig gemessen
werden kann, d. h. gleichzeitig bestimmte Werte haben kann. (Uber ein Beispiel,
Geschwindigkeit und Ort eines Elektrons, haben wir bereits gesprochen).

Gewisse Sitze physikalischer Gréfen mit den folgenden Eigenschaften spielen in
der Quantenmechanik eine groB3e Rolle: Diese Grofen sind gleichzeitig mefbar. Wenn
sie alle gleichzeitig bestimmte Werte haben, dann kann keine andere physikalische
Grofe (die keine Funktion der genannten ist) in diesem Zustand einen bestimmten
Wert haben. Solche Sitze physikalischer GroBen werden wir vollstdndige Sdlze nennen.

Jede Beschreibung eines Zustandes eines Elektrons erhilt man im Ergebnis einer
Messung. Wir formulieren jetzt, was wir unter der vollstindigen Beschreibung eines
Zustandes in der Quantenmechanik verstehen wollen. Vollstindig beschriebene Zu-
stdnde erhilt man als Ergebnis der gleichzeitigen Messung eines vollstindigen Satzes
physikalischer GroBen. Aus den Ergebnissen dieser Messungen kann man insbesondere
die Wahrscheinlichkeit der Ergebnisse jeder folgenden Messung unabhingig davon
bestimmen, was mit dem Elektron vor der ersten Messung geschehen ist.
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Im folgenden werden wir iiberall (lediglich mit Ausnahme von § 14) unter den
Zusténden eines quantenmechanischen Systems solche Zustidnde verstehen, die gerade
durch einen vollstindigen Satz beschrieben werden.

§ 2. Das Superpositionsprinzip

Die radikale Verdnderung der physikalischen Vorstellungen von der Bewegung in der
Quantenmechanik gegeniiber der klassischen Mechanik erfordert natiirlich auch eine
ebenso radikale Verdnderung im mathematischen Apparat der Theorie. In diesem
Zusammenhang erhebt sich vor allem die Frage, wie ein Zustand in der Quanten-
mechanik zu beschreiben ist.

Wir wollen mit ¢ die Gesamtheit der Ortskoordinaten eines quantenmechanischen
Systems bezeichnen und mit dg das Produkt der Differentiale dieser Koordinaten
(dg wird als Volumenelement im Konfigurationsraum des Systems bezeichnet); fiir
ein Teilchen ist dg gerade das Volumenelement dV des gewéhnlichen Raumes.

Dem mathematischen Apparat der Quantenmechanik liegt die Behauptung zu-
grunde, daB der Zustand eines Systems durch eine bestimmte (im allgemeinen kom-
plexe) Ortsfunktion ¥(q) beschrieben werden kann. Das Betragsquadrat dieser Funk-
tion gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Koordinaten an: |¥|? dg ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, da@ sich bei einer Messung am System Koordinaten im Element
dg des Konfigurationsraumes ergeben. Die Funktion ¥ wird als Wellenfunktion des
Systems bezeichnet.l)

Die Kenntnis der Wellenfunktion ermdéglicht im Prinzip die Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit verschiedener Ergebnisse auch von irgendeiner anderen Messung (nicht
nur einer Ortsmessung). Dabei werden alle diese Wahrscheinlichkeiten durch Aus-
driicke gegeben, die in ¥ und ¥* bilinear sind. Die allgemeinste Gestalt eines solchen
Ausdruckes ist

JS V() P*q') plg, ¢')dg dg . (2,1

Die Funktion ¢(g, ¢') hingt dabei von der Art und dem Ergebnis der Messung ab.
Die Integration wird iiber den ganzen Konfigurationsraum erstreckt. Auch die Wahr-
scheinlichkeit Y'¥W* dg fiir die verschiedenen Werte der Ortskoordinaten ist selbst
cbenfalls ein Ausdruck dieser Art.?)

Im Laufe der Zeit wird sich der Zustand eines Systems, und damit auch die Wellen-
funktion, im allgemeinen #ndern. In diesem Sinne kann man die Wellenfunktion auch
als eine Funktion der Zeit ansehen. Wenn die Wellenfunktion in irgendeinem Anfangs-
zeitpunkt bekannt ist, dann ist sie im Sinne der vollstindigen Beschreibung eines
Zustandes im Prinzip auch fiir alle zukiinftigen Zeitpunkte bestimmt. Die tatsachliche
Zeitabhéngigkeit der Wellenfunktion wird durch Gleichungen bestimmt, die wir im
folgenden noch ableiten werden.

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir alle méglichen Ortskoordinaten eines
Systems muf nach Definition gleich 1 sein. Deshalb muf das Integral iiber |W¥|? iiber

1) E. SCERODINGER hat sie als erster 1926 in die Quantenmechanik eingefiihrt.

2) Er ergibt sich aus (2,1) fir ¢(g, ¢') = 8(g — ¢,) 8(¢" — ¢,); darin bedeutet J die sogenannte
8-Funktion, die in § 5 definiert wird. Mit g, haben wir den Koordinatenwert bezeichnet, dessen
Wahrscheinlichkeit wir suchen.





