Tabelle 6.2 Differenziationsregeln (s. S. 450)

Regel Formel fiir die Ableitung
Konstantenregel ¢ =0 (c const)
Faktorregel (cu) =cu’ (c const)
Summenregel (utv) =u £
Produktregel fiir

zwel Funktionen

(uwv) = u'v + uw’

Produktregel fiir
n Funktionen

n
(u1u2...un)/: Zlul...u;...un
1=

/ R,
Quotientenregel (Z) = qui;w (v #£0)
Kettenregel fiir —u((x): o = du dv
zwel Funktionen y=uolr))- ¥y = dv dzx
Kettenregel fiir —ulw(w(@)): Y = du dv dw
drei Funktionen y=uliwir)))- ¥ = dv dw dz
(u®) = au1/ (aeR, a#0)

Pot 1 1\ !
OTCNZICEe speziell : () = —% (u #0)
u u
d(ny(z)) 1, ,_ d(ny)
Logarithmische dx Y Tv Y dx
Differenziation !

speziell : (u”)" = u” <v’ Inu + 1}5> (u>0)

¢ inverse Funktion zu f, d.h. y = f(z) <= 2 = ¢(y) :

Differenziation der Flz) = oder dy _ 1
Umkehrfunktion Y (y) dr dﬁ
dy
F =0:F,+F,yy=0 od
Implizite (:E,y)F + yayF © ae;
DiﬂerenZiation y/ = —Fj (Fx = %, Fy = aiy, Fy 7é 0>
Ableitung in o xag ) v y(®) ( arzjjr;le er) d
Parameterdarstellung | ¢ = & _Y =—,y= &
de & dt’ dt
_ . = p(p) cos @ Winkel s P t
Ableitung in p=rlg): y = p(p)sinp (Winkel ¢ als Parameter)
Polarkoordinaten

, dy  psinp+pcosyp (. dx
Y “dr g - P—df
x  pcosp — psingp ©
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1 Arithmetik

1.1 Elementare Rechenregeln
1.1.1 Zahlen

1.1.1.1 Natiirliche, ganze und rationale Zahlen

1. Definitionsbereiche und Bezeichnungen
Alle ganzen und gebrochenen Zahlen, die positiven und negativen sowie die Null, werden rationale
Zahlen genannt. Man verwendet die folgenden Bezeichnungen (s. 5.2.1,1., S. 335):

e Menge der natiirlichen Zahlen: IN={0,1,2,3,...},
e Menge der ganzen Zahlen: Z={...,-2,-1,0,1,2,...},

e Menge der rationalen Zahlen: Q= {z|z = P it p€Z, g€Z und q#0}.
q

Die natiirlichen Zahlen sind aus dem Bediirfnis des Abzahlens bzw. des Ordnens entstanden. Die natiirli-
chen Zahlen werden auch als nichtnegative ganze Zahlen bezeichnet.

2. Eigenschaften der Menge der rationalen Zahlen

e Die Menge der rationalen Zahlen ist unendlich.

e Die Menge ist geordnet, d. h., fiir je zwei verschiedene rationale Zahlen a und b kann man angeben,
welche von beiden kleiner als die andere ist.

e Die Menge ist tiberall dicht, d. h., zwischen je zwei verschiedenen rationalen Zahlen ¢ und b (a < b)
existiert wenigstens eine rationale Zahl ¢ (a < ¢ < b). Daraus folgt, dass zwischen zwei verschiedenen
rationalen Zahlen unendlich viele weitere rationale Zahlen liegen.

3. Arithmetische Operationen

Die arithmetischen Operationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division) mit zwei belie-
bigen rationalen Zahlen sind stets moglich und liefern im Ergebnis wieder eine rationale Zahl. Eine
Ausnahme davon ist die Division durch Null, die unmdglich ist: Die Schreibweise a : 0 hat keinen be-
stimmten Sinn, da es keine bestimmte rationale Zahl b gibt, die der Gleichung b-0 = a mit a # 0 geniigt.
Fiir @ = 0 kann b eine beliebige rationale Zahl sein. Die oft verwendete Schreibweise a : 0 = oo (unend-
lich) bedeutet nicht, dass diese Division moglich ist; es ist lediglich eine Abkiirzung fiir die Aussage:
Wenn sich der Nenner Null ndhert, wichst der Quotient absolut genommen iiber alle Grenzen.

4. Dezimalbruch und Kettenbruch
Jede rationale Zahl a kann in der Form eines endlichen oder unendlichen periodischen Dezimalbruches
oder auch in der Form eines Kettenbruches dargestellt werden (s. 1.1.1.4, S. 3).

5. Geometrische Darstellung

Wenn auf einer Geraden ein Anfangspunkt 0 (Nullpunkt), eine positive Richtung ( Orientierung) und
eine Langeneinheit [ (Mafstab, s. auch 2.17.1, S. 117) festgelegt worden sind (Abb.1.1), dann ent-
spricht jeder rationalen Zahl a ein bestimmter Punkt dieser Geraden. Er hat die Koordinate a und ist
ein so genannter rationaler Punkt. Die Gerade wird Zahlengerade genannt. Da die Menge der rationalen
Zahlen iiberall dicht ist, gibt es zwischen je zwei beliebigen rationalen Punkten unendlich viele weitere
rationale Punkte.
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1.1.1.2 Irrationale und transzendente Zahlen

Fiir die Analysis reicht die Menge der rationalen Zahlen nicht aus. Obgleich sie iiberall dicht ist, fiillt
sie nicht die gesamte Zahlengerade aus. Wenn man z. B. die Diagonale AB des Einheitsquadrats um A
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dreht, sodass B in den Punkt K der Zahlengeraden iibergeht (Abb.1.2), dann hat K keine rationale
Koordinate. Erst die Einfiihrung der irrationalen Zahlen ermoglicht es, jedem Punkt der Zahlengeraden
eine Zahl zuzuordnen. Eine exakte Definition der irrationalen Zahlen kann z. B. durch Intervallschach-
telung (s. [22.18], Bd. 1) erfolgen oder mithilfe des DEDEKINDschen Schnittes (s. Hinweis in 5.2.4,3.,
S. 342). Fiir die Anschauung geniigt die Feststellung, dass die irrationalen Zahlen auf der Zahlengera-
den die Punkte einnehmen, die als Liicken zwischen den rationalen Zahlen vorhanden sind, und dass
jede irrationale Zahl durch einen nichtperiodischen unendlichen Dezimalbruch oder einen nichtperiodi-
schen unendlichen Kettenbruch dargestellt werden kann.

Zu den irrationalen Zahlen gehoren insbesondere die nicht ganzzahligen reellen Wurzeln der algebra-
ischen Gleichungen der Form

2"+ ap 7" 4 b a4+ ag =0 (n > 1, ganzzahlig; ganzzahlige Koeffizienten).  (1.1a)
Man nennt solche Wurzeln algebraische Irrationalitditen.

B A: Einfachste Beispiele fiir algebraische Irrationalitéiten sind die reellen Wurzeln der Gleichungen
" —a =0 (a > 0), also Zahlen der Form {/a , wenn sie nicht rational sind.

W B: V/2=1,414..., V10 = 2,154 ... sind algebraische Irrationalititen.
Irrationale Zahlen, die keine algebraischen Irrationalitdten sind, nennt man transzendente Zahlen.
B A: 7=3,141592..., e = 2,718281 ... sind transzendente Zahlen.

B B: Die dekadischen Logarithmen der ganzen positiven Zahlen mit Ausnahme von Zahlen der Form
10™ sind transzendente Zahlen.

Die nichtganzzahligen Wurzeln der quadratischen Gleichung
2 +ar+ag=0 (ar,a0 ganzzahlig) (1.1b)

werden quadratische Irrationalititen genannt. Sie haben die Form (a +bv/D)/c (a,b, ¢ ganzrational ,
c#0; D >0, quadratfrei).

B Die Teilung einer Strecke a im Verhéltnis des Goldenen Schnittes z/a = (a — x)/x (s. 3.5.2.3,3.,
S. 199) fithrt im Falle a = 1 auf die quadratische Gleichung 2>+ —1 = 0. Die Losung z = (v/5 —1)/2
ist eine quadratische Irrationalitiit. Sie enthélt die irrationale Zahl v/5 .

1.1.1.3 Reelle Zahlen

Alle rationalen und irrationalen Zahlen werden zu den reellen Zahlen zusammengefasst. Sie bilden die
Menge der reellen Zahlen, die mit R, bezeichnet wird.

1. Haupteigenschaften

Die reellen Zahlen besitzen die folgenden Haupteigenschaften:

e Die Menge der reellen Zahlen ist unendlich.

e Die Menge der reellen Zahlen ist geordnet (s. 1.1.1.1,2., S. 1).

e Die Menge der reellen Zahlen ist dberall dicht (s. 1.1.1.1,2., S. 1).

e Die Menge der reellen Zahlen ist stetig, d. h., jedem Punkt der Zahlengeraden entspricht eine reelle
Zahl. Das gilt fiir die Menge der rationalen Zahlen nicht.

2. Arithmetische Operationen

Die arithmetischen Operationen sind mit reellen Zahlen stets durchfithrbar und ergeben stets wieder
eine reelle Zahl. Eine Ausnahme ist die Division durch Null (s. 1.1.1.1,2., S. 1). Das Potenzieren und
seine Umkehrung sind ebenfalls im System der reellen Zahlen moglich; aus jeder positiven reellen Zahl
lassen sich beliebige Wurzeln ziehen; zu jeder positiven reellen Zahl gibt es einen Logarithmus mit
beliebiger positiver Basis, ausgenommen die Eins als Basis.

Eine weitergehende Verallgemeinerung des Zahlbegriffs in der Analysis fiihrt zu den komplezen Zahlen

(s. 1.5, S. 35).
3. Zahlenintervall

Eine zusammenhéngende Menge reeller Zahlen mit den Endpunkten a und b, wobei a < b ist und auch
a gleich —oo und b gleich +o00 sein kann, wird Zahlenintervall mit den Endpunkten a und b genannt.
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Wenn der Endpunkt nicht selbst zum Intervall gehort, spricht man vom offenen Intervallende, im ent-
gegengesetzten Falle vom abgeschlossenen Intervallende.

Die Angabe eines Zahlenintervalls erfolgt durch seine Endpunkte a und b, indem diese in Klammern ge-
setzt werden. Eine eckige Klammer steht fiir ein geschlossenes Intervallende, eine runde fiir ein offenes.
Es wird zwischen beiderseits offenen Intervallen (a,b), halboffenen Intervallen |a,b) bzw. (a,b] und
abgeschlossenen Intervallen [a, b] unterschieden. Fiir offene Intervalle findet man auch die Bezeichnung
Ja, b[ anstelle von (a, b) , analog [a, b[ anstelle von [a, b) . In der grafischen Darstellung wird ein offenes
Ende durch eine Pfeilspitze, ein abgeschlossenes Intervallende durch einen Punkt gekennzeichnet.

1.1.1.4 Kettenbriiche

Kettenbriiche sind ineinandergeschachtelte Briiche, mit deren Hilfe reelle Zahlen, also rationale und
irrationale Zahlen, dargestellt und besser approximiert werden konnen, als es die Dezimalzahldarstel-
lung (s. 19.8.1.1,1., S. 1018) erlaubt (s. @ A und M B auf S. 4).

1. Rationale Zahlen

Kettenbriiche rationaler Zahlen sind endlich. Fiir P _ 1
D = qag + 1 . (1.2)
positive rationale Zahlen = > 1 haben sie die ne- 4 a; + 1
q
benstehende Form. G2 oy 1
Abkiirzend schreibt man £ = [ag; a1, ag, ..., ay]. ' 1
q An—1 + —
Die Zahlen a; (k=0,1,2,...,n) konnen mithilfe "
des EUKLIDischen Algorithmus wie folgt ermittelt werden:
P+ 2 0<2 <), (1.32)
q q q
L om+2(0<2<1), (1.3b)
1 1 1
Do+ 2 0<2 <), (1.3¢)
T2 T2 T2
=2 _ o 2 (0 < < 1), (1.3d)
Trn—1 Tn—1 Tn—1
Tn—1 = a, (rn+1 — 0) . (138)
Tn
Die Zahlen p, g sowie 1, (k =1,2,...,n) sind positive natiirliche Zahlen.
61 7 1 1
3+ - 3+ —
14 =
+ 6

2. Irrationale Zahlen
Kettenbriiche irrationaler Zahlen « brechen nicht ab. Sie heiflen daher unendliche Kettenbriiche, und
man schreibt [ag; a1, aq,...].

1 1
BV2=1+V2-1=1+ =14+ —mit s, =vV24+1=2+(H2-1)=2+ —— =

1
V2+1 ! V2+1

1 1

14+ — mit 2y =vV2+1=2+(2-1) =2+ =1+ — usw. Wie 23 = z7, so gilt auch
Z2 V241 x3

T3 = X9,y = x3,.... Man erhélt r1 = 2o = 23 =24 = ---, d. h. fiir V2 gilt die Kettenbruchentwick-

lung v2 = [1;2,2,2,..].
Wenn sich in einem unendlichen Kettenbruch einige der Zahlen a; wiederholen, dann spricht man von
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einem periodischen Kettenbruch. Es gilt: Jeder periodische Kettenbruch stellt eine quadratische Irra-
tionalitdt (s. 1.1.1.2, S. 2) dar, und umgekehrt besitzt jede quadratische Irrationalitét eine periodische
Kettenbruchdarstellung.

M Die Zahl v/2 ist eine quadratische Irrationalitét und hat die periodische Kettenbruchdarstellung
V2 =11;2,2,2,..].

3. Approximation reeller Zahlen

Ist o = [ag; ay, as, . . .] eine beliebige reelle Zahl, dann stellt jeder endliche Kettenbruch
a = [ag; ar,as, ... a5 = Z (1.4)

eine Approximation von « dar. Der Kettenbruch «y wird auch als k—ter Ndherungsbruch von « bezeich-
net. Er lasst sich rekursiv wie folgt berechnen:

= PE WP TP s g 2 1 = agigr = 0,00 = 1). (1.5)
qk ArQr—1 + Qr—2

Nach dem Approximationssatz von LIOUVILLE gilt folgende Fehlerabschiatzung:

6773

la—ag| =|la——| < . (1.6)

Dariiber hinaus kann man zeigen, dass die Naherungsbriiche o, die reelle Zahl oo mit wachsender Genau-
igkeit von unten und von oben abwechselnd approximieren. Die Naherungsbriiche konvergieren beson-
ders schnell gegen o, wenn die Zahlen a; (i = 1,2,...,k) in (1.4) groie Werte aufweisen. Demzufolge
liegt die schlechteste Konvergenz bei Zahlen der Form [1;1,1,...] vor.

B A: Aus der Dezimalzahldarstellung von 7 erhélt man geméaf (1.3a) die Kettenbruchdarstellung
m=1[3;7,15,1,292,...]. Die zugehorigen Niherungsbriiche (1.5) mit den Abschitzungen geméi8 (1.6)
333 355

laut 22 it y | < L 2102 it | | < ! 9.107°
auten: &vy = — 1mi — X — ) . o = — 111 — — ) . Ny = ——
1= TSy 27 706 I T RS 062 T3

1
13 ~ 810" . Die tatsiichlichen Fehler sind wesentlich kleiner. Sie liegen bei o unter
1,3 - 1072, bei ap unter 8,4 - 107° und bei as unter 2,7 - 1077 . Die Niherungsbriiche oy, as und o
stellen eine wesentlich bessere Ndherung fiir 7 dar als 7 in Dezimalzahldarstellung mit entsprechender
Stellenzahl.

B B: Fir die Formel des Goldenen Schnittes z/a = (a — x)/z (s. 3.5.2.3,3., S. 199) kann man
die folgenden beiden Kettenbruchdarstellungen angeben: z = a[l;1,1,...] und z = g(l +15) =

mit |7 —ag| <

%(1 +[2;4,4,4,...]). Der Ndherungsbruch a4 bringt im ersten Fall eine Genauigkeit von 0,018 a , im

zweiten Fall 0, 000001 a .
1.1.1.5 Kommensurabilitit

Zwei Zahlen a und b heiflen kommensurabel, d. h. mit gleichem Mafl messbar, wenn sie ganzzahlige
Vielfache einer dritten Zahl ¢ sind. Aus a = me, b=nc (m,n € Z) folgt dann

% =z (x rational) . (1.7)

Im entgegengesetzten Falle sind a und b inkommensurabel.

B A: Die Lange einer Diagonale und die Seitenlénge eines Quadrates sind inkommensurabel, weil sie
die irrationale Zahl v/2 zum Quotienten haben.

B B: Strecken, die geméfl dem Goldenen Schnitt (s. 3.5.2.3,3., S. 199) bemessen werden, sind inkom-

mensurabel, weil dieser die irrationale Zahl v/5 enthilt. Somit sind auch Diagonale und Seitenlinge des
regelméfigen Fiinfecks (s. 3.1.5.3, S. 142) inkommensurabel. Man geht heute davon aus, dass HIPPASOS
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von Metapontum (450 v. u. Z.) am Pentagramm, das aus den Diagonalen des regelméfligen Fiinfecks
(s.3.1.5.3, S. 142) gebildet wird, die irrationalen Zahlen entdeckt hat.

1.1.2 Beweismethoden .

Im wesentlichen unterscheidet man drei Beweismethoden:
e direkter Beweis,

e indirekter Beweis,

e vollstdndige Induktion.

AuBerdem spricht man noch vom konstruktiven Beweis.

1.1.2.1 Direkter Beweis

Es wird von einem bereits als richtig bewiesenen Satz (Voraussetzung p) ausgegangen und daraus die
Wahrheit des zu beweisenden Satzes (Behauptung ¢q) abgeleitet. Bei der logischen Schlussfolgerung

wird vorwiegend die Implikation oder die Aquivalenz verwendet.

1. Direkter Beweis mithilfe der Implikation

In der Implikation p = q folgt aus der Wahrheit der Voraussetzung die Wahrheit der Behauptung (s. 4.
Zeile der Wahrheitstafel fiir die ,,Implikation“ 5.1.1,3.; S. 330).

b
B Die Ungleichung a—2|— > Vab fira > 0, b > 0 ist zu beweisen. Voraussetzung ist die als richtig

erkannte binomische Formel (a + b)? = a? + 2ab + b*. Daraus folgt durch Subtraktion von 4ab: (a +
b)? — 4ab = (a — b)? > 0; und aus dieser Ungleichung erh#lt man unmittelbar die Behauptung, wenn
man sich beim Radizieren wegen a > 0 und b > 0 auf das positive Vorzeichen beschrankt.

2. Direkter Beweis mithilfe der Aquivalenz

Der Beweis wird durch Verifizieren, d. h. durch den Nachweis der Wahrheit, gefiihrt. Man geht dabei
von der Wahrheit der Behauptung ¢q aus und zeigt die Wahrheit der Behauptung p, was allerdings nur
bei einer Aquivalenz p < ¢q moglich ist. Praktisch bedeutet dies, dass alle Operationen, die ¢ in p
iiberfithren, umkehrbar eindeutig sein miissen.

M Die Ungleichung 1 +a+a? + -+ +a" < fiir 0 < a < 1ist zu beweisen.

—a
Durch Multiplikation mit 1 — a erhélt man (wegen 1 — a > 0 bleibt das Ungleichheitszeichen bestehen,
s.auch (1.102b)): 1 —a+a—a*+a®>—a* £ - +a" —a"M =1 —-a"! < 1.
Wegen 0 < a"*! < 1 ist die entstandene Ungleichung richtig, und da die durchgefiihrten Rechenope-
rationen umkehrbar eindeutig sind, ist auch die Ausgangsungleichung richtig.

1.1.2.2 Indirekter Beweis oder Beweis durch Widerspruch

Um die Behauptung ¢ zu beweisen, geht man von der Negation ¢q aus und schlie3t von ¢ auf eine falsche
Aussage r, d.h. ¢ = r (s. auch 5.1.1,7., S. 332). Dann muss aber auch g falsch sein, da man bei der
Implikation nur von einer falschen Voraussetzung zu einer falschen Behauptung kommt (s. 1. Zeile der
Wahrheitstafel fiir die ,,Implikation® 5.1.1,3., S. 330). Wenn aber ¢ falsch ist, muss ¢ wahr sein.

M Es ist zu beweisen, dass die Zahl v/2 keine rationale Zahl ist. Angenommen, v/2 sei rational. Also
gilt /2 = a/b mit ganzen Zahlen a,b und b # 0, und man kann annehmen a, b sind teilerfremd, d.h.,

sie besitzen keinen gemeinsamen Teiler. Man erhilt (v/2)? = 2 = a?/b% oder a® = 2b?, d.h., a® wire
eine gerade Zahl, was nur dann méglich ist, wenn a = 2n eine gerade Zahl ist. Es miisste dann wegen
a? = 4n? = 2b? auch b eine gerade Zahl sein. Das ist offensichtlich ein Widerspruch zur Voraussetzung,
dass a und b teilerfremd sind.

1.1.2.3 Vollstiandige Induktion

Mit dieser Beweismethode werden Sétze oder Formeln bewiesen, die von natiirlichen Zahlen n abhén-
gen. Das Prinzip der vollstdndigen Induktion lautet:
Ist eine Aussage fiir eine natiirliche Zahl ny wahr, und folgt aus der Wahrheit der Aussage fiir eine



