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Vorwort

Das vorliegende Aufgaben- und Lösungsbuch will
einen Beitrag zur Förderung der Mathematikausbildung
leisten, indem es zur Beschäftigung mit mathematischen
Aufgabenstellungen und zur Einübung von Problemlö-
sungsfertigkeiten einlädt. Es ist entstanden aus Aufgaben-
blättern und Übungsmaterialien, die ich über viele Jahre
hinweg in einer ganzen Reihe verschiedenster mathemati-
scher Lehrveranstaltungen an der Hochschule RheinMain
verwendet habe.

Wichtig war mir – sowohl beim Stellen der Aufgaben
als auch beim Schreiben des Buches – eine große Band-
breite der Aufgabenstellungen. Diese reichen von einfa-
chen Fragen zur Gewöhnung an neue Begriffe und Rou-
tineaufgaben zum Einüben und Einschleifen von Rechen-
techniken über anspruchsvollere Aufgaben, in denen Bei-
spiele und Gegenbeispiele gesucht, Feinheiten von Begriffs-
bildungen und Aussagen ausgelotet und weiterführende
Aspekte erkundet werden, bis hin zu wirklichen Heraus-
forderungen, denen sich zu stellen einige Ausdauer erfor-
dert. Dabei habe ich bewußt hohe Ansprüche nicht ver-
mieden, denn (wie schon der Prediger Salomo wußte) “wo
viel Weisheit ist, da ist viel Grämen, und wer viel lernt,
der muß viel leiden”. Ich bin aber zuversichtlich, daß durch
die Aufteilung komplexer Aufgabenstellungen auf mehre-
re Teilaufgaben und durch die gegebenen Hinweise allzu
großen Frustrationen vorgebeugt wird.

Damit das Buch auch zum Selbststudium geeignet ist,
habe ich zu allen Aufgaben ausführliche Lösungen erstellt,
deren Formulierung vielleicht auch ein Gefühl dafür ver-
mittelt, wie man mathematische Sachverhalte ausdrückt
und zu Papier bringt. Natürlich sollte man aber vor dem
Blick in die Lösung immer versuchen, die jeweilige Aufga-
be selbst zu bearbeiten: Mathematik ist kein Zuschauer-
sport, sondern eher wie Klavierspielen; man erlernt sie nur
durch eigene aktive Beschäftigung. Ich hoffe, daß bei al-
ler Konzentration auf das Lösen von Aufgaben auch etwas
von der Schönheit, Klarheit und Eleganz der Mathematik
deutlich wird. Von den Inhalten und vom Kapitelaufbau
her richtet sich das vorliegende Buch nach dem Lehrbuch

Karlheinz Spindler: Höhere Mathematik – Ein
Begleiter durch das Studium, Verlag Harri Deutsch,
Frankfurt am Main⋆ 2010.

Immer, wenn in den Lösungen auf “das Buch” verwiesen
wird, ist dieses Lehrbuch gemeint. Die Verweise dienen in
erster Linie der bequemen Referenzierung; die allermeisten
Aufgaben können vollkommen unabhängig von der Ver-
wendung eines bestimmten Lehrbuches oder Manuskriptes
bearbeitet werden, und ich hoffe, daß sich geeignete Auf-
gaben für eine Vielzahl verschiedener Lehrveranstaltungen

⋆ Inzwischen Edition Harri Deutsch, Verlag Europa-
Lehrmittel, Haan-Gruiten.

auswählen lassen. Da das Material des Buches in unter-
schiedlicher Intensität für unterschiedliche Lehrveranstal-
tungen entstand, war eine gewisse Unausgewogenheit zwi-
schen den verschiedenen thematischen Bereichen (oder,
positiver ausgedrückt, eine gewisse Schwerpunktsetzung)
unausweichlich. Der zu erwartende eher geringe Zusatz-
nutzen erschien es mir nicht wert, hier mit entsprechen-
dem Zeitaufwand (und resultierenden Verzögerungen) die
Unterschiede nachträglich noch auszugleichen. Um noch
einmal den Prediger Salomo zu Wort kommen zu lassen:
“Des vielen Büchermachens ist kein Ende, und viel Stu-
dieren macht den Leib müde”.

Wie schon bei dem genannten Lehrbuch bin ich auch
beim Schreiben dieses Aufgaben- und Lösungsbuchs Frau
Dr. Renate Schappel zu kaum ermeßlichem Dank ver-
pflichtet. Sie hat sich mit bewundernswerter Energie und
Begeisterung, mit großer Akribie und Sorgfalt der Her-
kulesaufgabe angenommen, das vollständige Manuskript
(teilweise in verschiedenen Versionen) kritisch zu lesen
und zu kommentieren. Sie deckte eine Unzahl von Feh-
lern auf, und nichts war vor ihrem kritischen Blick si-
cher: einfache Tippfehler, Rechenfehler, falsche oder un-
vollständige Schlüsse, stilistisch verunglückte Formulie-
rungen, falsche Verweise, unschöne Zeilen- oder Seitenum-
brüche und vieles mehr. Ohne ihre Hilfe wäre das Erschei-
nen dieses Buches schlechterdings nicht denkbar. Mein
Dank gilt ferner Herrn Klaus Horn vom Verlag Europa-
Lehrmittel für die kompetente verlagsseitige Umsetzung
des Werkes und die jederzeit angenehme Zusammenarbeit.
Ihm danke ich nicht nur für die engagierte und sachkundi-
ge Unterstützung des Buchprojekts, sondern auch für den
gutmütigen Humor, mit dem er meinen Sonderwünschen
begegnete. Schließlich bin ich mehreren Generationen von
Studenten zu Dank verpflichtet, mit denen ich über die
Jahre hinweg zusammenarbeiten durfte und deren Fra-
gen, Kommentare und Anregungen zu Verbesserungen bei
zahlreichen Aufgaben und Lösungen führten.

Alle noch verbliebenen Fehler und Unstimmigkeiten
gehen natürlich einzig und allein zu meinen Lasten als
Autor. Autor und Verlag sind für Hinweise auf Fehler und
Ungenauigkeiten sowie für konstruktive Kritik jederzeit
dankbar.

A. D. 2021 Karlheinz Spindler
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A12: Vollständige Induktion

Aufgabe (12.1) Zeige, daß für jede Zahl n ∈ N die
folgende Gleichung gilt!

1! · 1 + 2! · 2 + 3! · 3 + · · · + n! · n = (n+1)! − 1

Aufgabe (12.2) Zeige, daß für jede Zahl q 6= 1 und
jede natürliche Zahl n ∈ N die folgende Formel (geome-
trische Summenformel) gilt!

1 + q + q2 + · · ·+ qn =
1− qn+1

1− q

Aufgabe (12.3) (a) Zeige, daß für jede Zahl n ∈ N
die folgende Gleichung gilt!

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+1)(2n+1)

6

(b) Wie geht die folgende Liste von Gleichungen wei-
ter?

32 + 42 = 52

102 + 112 + 122 = 132 + 142

212 + 222 + 232 + 242 = 252 + 262 + 272

Aufgabe (12.4) Zeige, daß für jede Zahl n ∈ N die
folgende Gleichung gilt!

13 + 23 + · · ·+ n3 =
n2(n+ 1)2

4

Bemerkung: Die Formel läßt sich geometrisch deuten:
Drücke den Flächeninhalt eines Quadrats der Kantenlänge
1+2+ · · ·+n als die Summe der Flächen der abgebildeten
Winkelhaken aus!

1 2 ... k ... n

Geometrische Deutung der angegebenen Summenformel.

Aufgabe (12.5) Zeige, daß für jede Zahl n ∈ N die
folgende Gleichung gilt!

14 + 24 + · · ·+ n4 =
n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)

30

Aufgabe (12.6) Leite eine explizite Formel für die
Summe

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n−1)

der ersten n ungeraden Zahlen her. (Berechne diese Sum-
me für die Werte n = 1, 2, 3, 4, 5 und beweise dann die sich
aufdrängende Vermutung mit vollständiger Induktion.)

Aufgabe (12.7) Es sei X eine Menge mit n Elemen-
ten. Zeige, daß es 3n geordnete Paare (A,B) von disjunk-
ten Teilmengen A,B ⊆ X gibt.

Aufgabe (12.8) Eine Ware wird nur in Zweier- und
Fünferpackungen verkauft. Zeige, daß man jede beliebige
Stückzahl n ≥ 4 durch solche Packungen erhalten kann.

Aufgabe (12.9) Eine Ware wird in Packungen mit
je 6 Stück, 10 Stück bzw. 15 Stück verkauft. Zeige, daß
sich jede beliebige Stückzahl n ≥ 30 aus solchen Packun-
gen zusammenstellen läßt.

Aufgabe (12.10) Beweise die folgenden Aussagen!
(a) Es gilt 2n > n für alle natürlichen Zahlen n.
(b) Es gilt 2n > n2 für alle natürlichen Zahlen n ≥ 5.

Aufgabe (12.11) Was ist größer, n! oder 2n? Finde
das richtige Ergebnis und beweise es mit vollständiger In-
duktion!

Aufgabe (12.12) Es sei p eine Primzahl. Zeige, daß
np − n für jede natürliche Zahl n durch p teilbar ist.

Aufgabe (12.13) Zeige, daß für jede Zahl n ∈ N die
Zahl 11n+1 + 122n−1 durch 133 teilbar ist.

Aufgabe (12.14) Zeige, daß für jede natürliche Zahl
n ∈ N die Zahl n3+(n+1)3+(n+2)3 durch 9 teilbar ist. (Die
Summe der Kuben dreier aufeinanderfolgender natürlicher
Zahlen ist also stets durch 9 teilbar.)

Aufgabe (12.15) Eine Folge (a1, a2, a3, . . .) sei defi-
niert durch

an :=
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n(n+ 1)
.

Berechne die ersten vier Glieder dieser Folge, formuliere ei-
ne Vermutung für eine explizite Formel für ein allgemeines
Glied an und beweise diese Vermutung mit Hilfe vollstän-
diger Induktion!
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Aufgabe (12.16) In wie viele Gebiete kann man eine
Ebene durch n gerade Schnitte höchstens zerlegen?

Hinweis: Schreibe an für die gesuchte Anzahl und
leite eine Rekursionsformel für die Zahlen an her!

Aufgabe (12.17) Es sei (a1, a2, a3, . . .) die Folge
der Fibonaccizahlen (definiert durch a2 := a1 := 1 und
an+1 := an + an−1 für n ≥ 1). Zeige, daß für jede Zahl
n ∈ N die folgende Formel gilt:

an =
1√
5

(
(1+

√
5

2

)n −
(1−

√
5

2

)n
)
.

Hinweis: Die Zahlen α := (1+
√
5)/2 und β := (1−

√
5)/2

erfüllen die Gleichungen α2 = α+ 1 und β2 = β + 1.

Aufgabe (12.18) Berechne für n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 die
Ausdrücke n2−n+17 und n2−n+41. Welche Vermutung
drängt sich auf? Läßt sich diese Vermutung mit vollständi-
ger Induktion beweisen?

Aufgabe (12.19) Versuche, eine explizite Formel für
die alternierende Summe

1− 4 + 9− 16 + · · ·+ (−1)n+1n2

der ersten n Quadratzahlen herzuleiten.

Aufgabe (12.20) Professor S. will die Formel

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

n(n+1)
=

2n+1

n+1

beweisen, und zwar mit vollständiger Induktion. Der In-
duktionsschritt geht dabei folgendermaßen: Ist die ange-
gebene Formel richtig für eine Zahl n, so gilt

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1

n(n+1)
+

1

(n+1)(n+2)

=
2n+1

n+1
+

1

(n+1)(n+2)
(Induktionsannahme)

=
(2n+1)(n+2) + 1

(n+1)(n+2)
(Hauptnenner)

=
2n2 + 5n+ 3

(n+1)(n+2)
(Ausmultiplizieren des Zählers)

=
(2n+3)(n+1)

(n+1)(n+2)
(Faktorisieren des Zählers)

=
2n+3

n+2
=

2(n+1) + 1

(n+1) + 1
(Kürzen);

also gilt die Formel auch für n+ 1. Begeistert reicht Pro-
fessor S. sein Ergebnis zur Veröffentlichung im Journal of
Esoteric Mathematics ein. Warum wird der Artikel abge-
lehnt?

Aufgabe (12.21) Alle Pferde haben die gleiche Far-
be! Wir beweisen dies mit vollständiger Induktion. Wenn
nur ein Pferd da ist, so hat es natürlich die gleiche Farbe
wie es selbst; also ist der Induktionsanfang trivial. Für den
Induktionsschritt nehmen wir an, daß je n Pferde die glei-
che Farbe haben, und betrachten nun n+1 Pferde, die wir
von 1 bis n+1 durchnumerieren. Nach Induktionsannahme
haben dann einerseits die Pferde 1 bis n die gleiche Far-
be, andererseits auch die Pferde 2 bis n+ 1. Weil nun die
mittleren Pferde 2 bis n nicht ihre Farbe wechseln können,
müssen dann auch die Pferde 1 und n+1 die gleiche Farbe
haben. Wo liegt der Fehler in dieser Beweisführung?

Aufgabe (12.22) Finde explizite Formeln für die fol-
genden Summen!

(a) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · · + n(n+1)
(b) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + 3 · 4 · 5 + · · · + n(n+1)(n+2)

Hinweis: Die Summe in (a) läßt sich schreiben als
ein Polynom dritten Grades in n, die Summe in (b) als
ein Polynom vierten Grades in n.

Aufgabe (12.23) In der linken unteren Ecke eines
nach rechts und oben unendlich ausgedehnten Schachbret-
tes befinde sich ein Springer (also eine Figur, die bei jedem
Zug entweder um zwei Felder in horizontaler und ein Feld
in vertikaler Richtung oder aber um ein Feld in horizon-
taler und zwei Felder in vertikaler Richtung bewegt wird).
Zeige, daß dieser Springer jedes der Felder des Schach-
bretts durch eine geeignete Zugfolge erreichen kann.

Hinweis: Für n ∈ N sei Mn der in der Skizze ein-
gerahmte Bereich des Schachbretts. Zeige mit Induktion
über n, daß jedes Feld in Mn durch eine geeignete Zugfol-
ge erreichbar ist.

1 2 3 ⋯ n

1

2

3

⋮

n
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A28: Formale Potenzreihen

Aufgabe (28.1) Für k ∈ N sei

ak(X) :=

∞∑

n=1

Xkn =
Xk

1−Xk
.

Beweise die folgenden Aussagen!
(a) Die Familie {ak | k ∈ N} ist summierbar.
(b) In der Darstellung

∑∞
k=1 ak(X) =

∑∞
n=1 cnX

n ist der
Koeffizient cn die Anzahl der Teiler von n ∈ N.

(c) In der Darstellung
∑∞

k=1 a2k(X) =
∑∞

n=1 dnX
n ist

der Koeffizient dn die Anzahl der geraden Teiler von
n ∈ N.

Aufgabe (28.2) Es sei A eine Familie formaler Po-
tenzreihen der Form a(x) = 1+a1x+a2x

2+ · · ·. Für jedes
n ∈ N sei An := {a ∈ A | (a1, . . . , an) 6= (0, . . . , 0)} end-
lich. Dann heißt A eine multiplizierbare Familie von
Potenzreihen, und das Produkt der Elemente aus A ist
definiert als

∏

a∈A

a := 1 +

∞∑

n=1

cnx
n,

wobei cn der Koeffizient von xn in dem endlichen Produkt∏
a∈An

a ist. (Es gibt nur endlich viele a ∈ A, die Poten-
zen mit einem Exponenten ≤ n enthalten, und nur diese
müssen multipliziert werden, um einen Term mit Xn zu
erhalten.)
(a) Zeige, daß A := {1 + xn | n ∈ N} eine multi-

plizierbare Familie ist. Zeige ferner, daß
∏

a∈A a =

1+
∑∞

n=1 αnx
n gilt, wobei αn die Anzahl der Möglich-

keiten ist, die Zahl n als Summe lauter verschiedener
natürlicher Zahlen zu schreiben.

(b) Zeige: Ist A eine multiplizierbare Familie von Potenz-
reihen, dann auch B := {a−1 | a ∈ A}, und es gilt∏

b∈B b = (
∏

a∈A a)
−1, also

∏

a∈A

a−1 = (
∏

a∈A

a)−1 .

(c) Zeige: Sind A und B multiplizierbare Familien von
Potenzreihen, dann ist auch C := {ab | a ∈ A, b ∈ B}
eine multiplizierbare Familie, und es gilt

∏
c∈C c =

(
∏

a∈A a)(
∏

b∈B b), also

∏

(a, b)∈A ×B

ab = (
∏

a∈A

a)(
∏

b∈B

b) .

Aufgabe (28.3) Sind f, g ∈ K[X ] Polynome über
einem kommutativen Ring R mit f(X) =

∑
k akX

k, so
ist das Polynom f ◦ g definiert durch (f ◦ g)(X) :=∑

k akg(X)k. Zeige, daß die formale Ableitung von f ◦ g
gegeben ist durch (f ◦ g)′ = (f ′ ◦ g) · g′.

Aufgabe (28.4) Es seien p und q Polynome über ei-
nem nullteilerfreien kommutativen Ring R; dann ist auch
p ◦ q ein Polynom. Wie hängt der Grad von p ◦ q mit den
Graden von p und q zusammen?

Aufgabe (28.5) Es sei p ein Polynom vom Grad n
über einem nullteilerfreien kommutativen Ring R. Zeige,
daß es höchstens n Polynome q gibt, für die p◦ q das Null-
polynom ist.

Aufgabe (28.6) Zeige, daß für zwei lineare Polyno-
me p(X) = aX+b und q(X) = cX+d über einem Körper
K genau dann die Gleichung p ◦ q = q ◦ p erfüllt ist, wenn
eine der drei folgenden Bedingungen zutrifft:
• mindestens eines der Polynome p und q stimmt mit
dem Polynom f(X) = X überein;

• p und q sind Translationen, also von der Form p(X) =
X + u und q(X) = X + v mit u, v ∈ R;

• p und q besitzen einen gemeinsamen Fixpunkt; d.h.,
es gibt ein Element ξ ∈ R mit p(ξ) = q(ξ) = ξ.

Aufgabe (28.7) Zeige, daß die Potenzregel (fm)′ =
mfm−1 · f ′ ein Spezialfall der Kettenregel ist.

Aufgabe (28.8) Berechne (1−X +X2)−1 auf zwei
Arten, und zwar
(a) durch Ausnutzen der Darstellung

1

1−X +X2
=

1

1 +X3
+

X

1 +X3
,

(b) durch Substitution von p(X) = X −X2 in die Reihe

1

1−X
=

∞∑

n=0

Xn.

Gewinne durch Vergleich der beiden Darstellungen eine
Beziehung zwischen verschiedenen Binomialkoeffizienten.

Aufgabe (28.9) Stelle zunächst

f(X) =
1

(1 −X)(1−X2)(1 −X3)

=
1

1−X
· 1

1−X2
· 1

1−X3

als Produkt dreier Potenzreihen dar und schließe, daß in
der resultierenden Darstellung

∑∞
n=0 anX

n der Koeffizient
an die Anzahl der Möglichkeiten darstellt, die Zahl n in
der Form n = n1 + 2n2 + 3n3 mit ni ∈ N0 zu schreiben.
Benutze dann die Darstellung

f(x) =
1/6

(1−X)3
+

1/4

(1−X)2
+

1/4

1−X2
+

1/3

1−X3
,

um die Koeffizienten an explizit darzustellen.
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Aufgabe (28.10) Wir definieren die Cosinus- und
die Sinusreihe als die folgenden formalen Potenzreihen:

C(X) :=

∞∑

k=0

(−1)kX2k

(2k)!
= 1− X2

2!
+
X4

4!
− X6

6!
± · · · ,

S(X) :=

∞∑

k=0

(−1)kX2k+1

(2k+1)!
= X − X3

3!
+
X5

5!
− X7

7!
± · · · .

Beweise die folgenden Eigenschaften! (Die Ausdrücke in
(d) und (e) sind dabei als formale Potenzreihen in zwei
Unbestimmten aufzufassen.)

(a) S′ = C, C′ = −S
(b) S(2X) = 2 · S(X) · C(X), C(2X) = C(X)2 − S(X)2

(c) C2 + S2 = 1
(d) S(X + Y ) = S(X)C(Y ) + C(X)S(Y )
(e) C(X + Y ) = C(X)C(Y )− S(X)S(Y )

Aufgabe (28.11) Wir definieren die Exponential-
und die Logarithmusreihe als die folgenden formalen Po-
tenzreihen:

E(X) :=

∞∑

n=0

Xn

n!
= 1 +X +

X2

2
+
X3

6
+ · · · ,

L(X) :=
∞∑

n=1

(−1)n+1Xn

n
= X − X2

2
+
X3

3
− X4

4
± · · · .

Beweise die folgenden Aussagen! (Die Ausdrücke in (a)
sind dabei als formale Potenzreihen in zwei Unbestimmten
aufzufassen.)

(a) E(X + Y ) = E(X)E(Y )
(b) E(−X) = E(X)−1

(c) E(mX) = E(X)m für alle m ∈ Z
(d) E′ = E, L′(X) = (1 +X)−1

(e) E
(
L(X)

)
= 1 +X

(f) L
(
E(X)− 1

)
= X

Hinweis: Drücke in (e) und (f) jeweils zunächst die Ablei-
tung der linken Seite durch die linke Seite selbst aus und
ermittle dann deren Potenzreihendarstellung!

Aufgabe (28.12) Es sei A eine summierbare Familie
formaler Potenzreihen mit a0 = 0 für alle a ∈ A. Zeige, daß
dann B := {E(a) | a ∈ A} eine multiplizierbare Familie
ist und daß

∏
b∈B b = E

(∑
a∈A a

)
gilt, also

∏

a∈A

E(a) = E
( ∑

a∈A

a
)
.

Aufgabe (28.13) Zeige, daß

E(X)m =

∞∑

n=0

An,m
Xn

n!

gilt, wobei An,m die Anzahl der Wörter der Länge n ist,
die man aus einem Alphabet mit m Buchstaben bilden

kann. Wie viele Wörter der Länge n kann man aus einem
Alphabet mit m Buchstaben bilden, bei denen

(a) jeder Buchstabe mindestens einmal vorkommt;
(b) der erste Buchstabe in gerader Anzahl, der zweite

Buchstabe in ungerader Anzahl vorkommt;
(c) der erste Buchstabe mindestens einmal und höchstens

dreimal vorkommt?

Aufgabe (28.14) Es seien K ein Körper der Cha-
rakteristik Null und β ∈ K ein Element von K. Welche
Bedingungen müssen die Koeffizienten einer formalen Po-
tenzreihe p(X) =

∑∞
n=0 anX

n erfüllen, damit p die Glei-
chung

(X2 −X)p′′(X) + (2X − 1)p′(X) + βp(X) = 0

erfüllt? Was läßt sich über die Lösungsmenge dieser Glei-
chung sagen?

Aufgabe (28.15) Die Fibonaccizahlen a0, a1, a2, . . .
sind definiert durch die Anfangswerte a0 := 0 und a1 := 1
und die Rekursionsformel

an := an−1 + an−2 (n ≥ 2).

Finde eine explizite (nichtrekursive) Formel für die n-te
Fibonaccizahl!

Hinweis: Drücke die Rekursionsformel für die Folge
(an) als Bedingung für die formale Potenzreihe f(X) :=∑∞

n=0 anX
n aus.

Aufgabe (28.16)Wieviele Möglichkeiten gibt es, ein
Produkt x1x2 · · ·xn sinnvoll zu klammern? (Natürlich soll
die Anzahl der Klammerungen minimal sein; es sollen also
nur solche Klammern gesetzt werden, die für die Festle-
gung nötig sind, in welcher Reihenfolge zur Bildung des
Produkts jeweils zwei Elemente miteinander multipliziert
werden sollen.)

Hinweis: Leite eine Rekursionsformel für die Zahlen
an her und drücke diese dann als Gleichung für die forma-
le Potenzreihe

∑∞
n=1 anX

n aus.

Aufgabe (28.17) Auf wieviele Arten kann man
einen Betrag von n Cent mit Hilfe von 1-Cent-, 2-Cent-
und 5-Cent-Münzen darstellen?

Hinweis: Offensichtlich gilt a0 = 1. Leite eine Rekur-
sionsformel für die Zahlen an her und drücke diese dann
als Gleichung für die formale Potenzreihe

∑∞
n=0 anX

n aus.
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Aufgabe (33.13) Ein Behälter soll mit Hilfe dreier
Pumpen A, B und C entleert werden. Pumpen A und B
zusammen würden 12 Stunden brauchen, Pumpen B und
C zusammen 15 Stunden und Pumpen C und A zusam-
men 20 Stunden. Wie lange brauchen alle drei Pumpen
zusammen?

Aufgabe (33.14) In einem Stromkreis gelten die bei-
den folgenden Gesetzmäßigkeiten.
• Kirchhoffsche Knotenregel: An jedem Verzwei-
gungspunkt (Knoten) des betrachteten Schaltkreises
fließt ebensoviel Ladung zu wie ab; die Summe aller
Ströme ist also gleich Null.

• Kirchhoffsche Maschenregel: Die Potentialdiffe-
renz zwischen je zwei Punkten des Schaltkreises ist
wegunabhängig; entlang jeder geschlossenen Masche
innerhalb des Kreises ist also die Summe der Span-
nungsabfälle gleich Null.

Zusammen mit dem Ohmschen Gesetz U = R · I, das den
Zusammenhang zwischen dem durch einen Widerstand R
fließenden Strom I und dem von dem Widerstand ver-
ursachten Spannungsabfall U herstellt, erlauben es die
Kirchhoffschen Regeln, die innerhalb eines Schaltkreises
fließenden Ströme zu berechnen. Berechne als Anwendung
die Ströme innerhalb des folgenden Schaltkreises!

R1

R2

R3

R4

R5

I0

U0

I1

I2

I3

I4

I5

Dabei seien der Spannungsabfall U0 der Spannungsquelle
sowie die Widerstände R1, . . . , R5 gegeben; gesucht sind
die Ströme I0, I1, . . . , I5.

Aufgabe (33.15) Ein Mann (Gewicht G) steht am
äußersten Ende eines einseitig gelagerten Balkens (Ge-
wicht W ), den er mit Hilfe eines über zwei Rollen geführ-
ten Seils selbst in der horizontalen Lage halten will. (Siehe
Abbildung mit den eingezeichneten Abmessungen.) Mit
welcher Kraft S muß er am Seil ziehen? (Hinweis: Ein
mechanisches System ist im Gleichgewicht, wenn die Sum-
me aller Kräfte und die Summe aller Drehmomente gleich
Null ist.)

a b

Aufgabe (33.16) Computertomographie. Rönt-
genstrahlung verliert beim Durchgang durch ein Medium
an Intensität, weil ein Teil der Strahlung vom Material
absorbiert wird. Dringt ein Röntgenstrahl der Eingangs-
intensität Iein in ein homogenes Material ein und verläßt
er es nach Durchlaufen einer Strecke d mit der Ausgangs-
intensität Iaus, so gilt der Zusammenhang

Iaus = Iein · exp(−µd),
wobei der Absorptionskoeffizient µ ≥ 0 eine Material-
konstante ist, die um so größer ist, je stärker das Mate-
rial Röntgenstrahlung absorbiert. Ein inhomogenes Mate-
rial läßt sich näherungsweise darstellen als Folge homoge-
ner Schichten. Für einen Röntgenstrahl, der insgesamt m
Schichten mit den Dicken d1, . . . , dm und den Absorpti-
onskoeffizienten µ1, . . . , µm durchläuft, gilt dann

Iaus = Iein · exp(−µ1d1) exp(−µ2d2) · · · exp(−µmdm)

= Iein · exp
(
−(µ1d1 + µ2d2 + · · ·+ µmdm)

)

und damit

(⋆) µ1d1 + µ2d2 + · · ·+ µmdm = ln

(
Iein
Iaus

)
.

(Die Exponential- und die Logarithmusfunktion, die in
dieser Aufgabe vorkommen, werden in der Systematik des
Buches erst später eingeführt. Wer sie nicht kennt, möge
einfach akzeptieren, daß die Absorptionskoeffizienten die
linearen Gleichungen (⋆) erfüllen, wobei der Ausdruck auf
der rechten Seite eine gegebene Zahl ist.)

μ1 μ2 μ3 μ4

Iein Iaus

d1 d2 d3 d4

Durchgang eines Röntgenstrahls durch eine Folge homo-
gener Schichten.
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In der Computertomographie benutzt man die beschrie-
benen Zusammenhänge, um Querschnitte eines lebenden
menschlichen Körpers bildlich darzustellen, und zwar fol-
gendermaßen: Der zu untersuchende Patient wird liegend
durch eine ringförmige Apparatur geschoben, in der eine
Röntgenquelle (Sender) sowie ein Detektor (Empfänger)
montiert sind. Der Sender schickt Röntgenstrahlen gege-
bener Intensität durch den Körper, und der Detektor mißt
die noch verbliebene Intensität der den Körper wieder ver-
lassenden Strahlen. Die ringförmige Apparatur wird da-
bei gedreht, so daß Röntgenstrahlen aus vielen verschiede-
nen Richtungen durch den Körper geschickt werden. Man
denkt sich nun den Patienten näherungsweise in viele klei-
ne Würfelchen zerlegt, von denen man annimmt, sie beste-
hen aus homogenem Material (Knochen, Gewebe, Flüssig-
keiten und so weiter), und aus den gemessenen Strahlungs-
intensitäten will man die Absorptionskoeffizienten all die-
ser Würfelchen rekonstruieren. Die Zahlenwerte dieser Ko-
effizienten werden dann als Grauwerte innerhalb eines Bil-
des dargestellt, wodurch sich die gewünschte bildliche Dar-
stellung des Körperinnern ergibt. (Es wird jeweils ein Bild
pro Querschnitt erzeugt; viele parallele Querschnitte las-
sen sich dann zu einem dreidimensionalen Bild zusammen-
setzen.) Betrachte als einfaches Beispiel einen aus neun
Zellen bestehenden Querschnitt, die als Quadrate mit Ein-
heitslänge aufgefaßt werden und deren Absorptionskoeffi-
zienten µ1, . . . , µ9 zu berechnen sind. Es werden jeweils
drei parallele Strahlen durch den Körper geschickt, von
denen wir annehmen, daß der Abstand zwischen zwei be-
nachbarten Strahlen ebenfalls eine Einheitslänge beträgt.
Die erste Bestrahlung möge folgendermaßen aussehen.

1 2 3

4 5 6

7 8 9

S

E

I0 I0 I0

I1 I2 I3

Erste Bestrahlung.

Zur zweiten Bestrahlung wird der Ring um 450 weiterge-
dreht.

1 2 3

4 5 6

� � �

�

�

I0

I0

I0

I4

I5

I6

Zweite Bestrahlung.

Drehen wir die Apparatur noch einmal um 450 weiter, so
ergibt sich die folgende Situation.

1 2 3

4 5 6

� � �

� 	

I0

I0

I0

I


I�

I�

Dritte Bestrahlung.

Stelle die Gleichungen für die durchgeführten Messungen
auf! (Wie wir in Aufgabe (35.6) sehen werden, reichen die
neun Strahlen nicht aus, um alle neun Absorptionskoeffi-
zienten µ1, . . . , µ9 aus den gegebenen Daten I0, I1, . . . , I9
zu ermitteln.)
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A37: Strecken und Winkel

Aufgabe (37.1) Bei der Diskussion elementarer geo-
metrischer Konstruktionen benutzten wir einen Zirkel zum
Abtragen einer Strecke. Diese Operation war in den “Ele-
menten” des Euklid aber nicht als grundlegende Operati-
on vorgesehen; nur das Ziehen einer Geraden durch zwei
vorgegebene Punkte sowie das Ziehen eines Kreises um
einen vorgegebenen Mittelpunkt durch einen vorgegebe-
nen Punkt waren erlaubte Grundoperationen. (Ein Zir-
kel ist in diesem Zusammenhang also als zusammen-
klappender (kollabierender) Zirkel zu deuten, dessen
Schenkel unmittelbar nach dem Abheben vom Zeichen-
blatt zusammenfallen und nicht starr zu einer anderen
Position auf dem Zeichenblatt bewegt werden können.)

(a) Zeige, daß mit einem Lineal und einem zusammen-
klappenden Zirkel über einem beliebig vorgegebe-
nen Liniensegment ein gleichseitiges Dreieck errichtet
werden kann.

(b) Ein Liniensegment [AB], ein Punkt A′ und ein bei A′

beginnender Strahl seien gegeben. Zeige, daß sich mit
Hilfe eines Lineals und eines zusammenklappenden
Zirkels die Strecke AB von A′ aus in Richtung des
vorgegebenen Strahls abtragen läßt!

A

B
A'

S

B'

P

Q

Abtragen einer Strecke mit Lineal und zusammenklappen-
dem Zirkel.

(c) Zeige, daß sich nur mit einem Lineal und einem zu-
sammenklappenden Zirkel ein vorgegebener Winkel
von einem vorgegebenen Strahl aus abtragen läßt.

(d) Zeige, daß sich jede mit Zirkel und Lineal mögliche
geometrische Konstruktion auch ausführen läßt, wenn
nur ein Lineal und ein zusammenklappender Zirkel
zur Verfügung stehen.

Aufgabe (37.2) (a) Es sei (Ki)i∈I eine Familie kon-
vexer Teilmengen einer Ebene. Zeige, daß dann der Durch-
schnitt

⋂
i∈I Ki selbst wieder konvex ist!

(b) Es sei X eine beliebige Menge von Punkten in
einer Ebene. Zeige, daß es eine eindeutig bestimmte klein-
ste konvexe Menge gibt, die X umfaßt. (Man bezeichnet
diese Menge mit dem Symbol conv(X) und nennt sie die
konvexe Hülle von X .)

(c) Es sei X eine Punktmenge in einer Ebene. Zeige,
daß conv

(
conv(X)

)
= conv(X) gilt.

(d) Es seien X,Y Punktmengen in einer Ebene. Zei-
ge, daß aus X ⊆ Y stets conv(X) ⊆ conv(Y ) folgt.

(e) Gib für jede der folgenden Mengen die konvexe
Hülle an!
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Aufgabe (37.3) Für eine beliebige Teilmenge X ei-
ner Ebene sei

S(X) := {p ∈ X | [p, x] ⊆ X für alle x ∈ X} .
(Genau dann liegt also p ∈ X in S(X), wenn X bezüglich
p sternförmig ist. Genau dann ist alsoX sternförmig, wenn
die Menge S(X) nicht leer ist.)
(a) Deute X als einen See. Zeige, daß man dann S(X) als

die Menge aller derjenigen Punkte auf der Wassero-
berfläche deuten kann, von denen aus der gesamte See
sichtbar ist (Sichtbarkeitsmenge).

(b) Gib für jede der in Aufgabe (37.2)(e) betrachteten
Mengen X jeweils die Menge S(X) an!

(c) Zeige, daß S(X) konvex ist.
(d) Zeige, daß X genau dann konvex ist, wenn die Glei-

chung S(X) = X gilt.

Aufgabe (37.4) Wie groß ist die Summe α1 + α2

+α3 + α4 + α5 in dem abgebildeten fünfzackigen Stern?

α1

α2

α3

α4
α5

Aufgabe (37.5) Wir betrachten zwei gleichartige
Münzen. Die erste werde auf einem Tisch festgehalten,
die zweite rolle entlang der ersten ab. Um welchen Win-
kel hat sich die zweite Münze gedreht, wenn sie die erste
Münze einmal umrundet hat und ihre ursprüngliche Posi-
tion wieder einnimmt?

Aufgabe (37.6) Der griechische Mathematiker Era-
tosthenes (ca. 284-192 v. Chr.) benutzte die folgende Me-
thode zur Ermittlung des Erdumfangs. Zu Beginn des
Sommers stand zur Mittagszeit die Sonne direkt oberhalb
der ägyptischen Stadt Syene (südlich von Alexandria), was
man dadurch verifizieren konnte, daß ein Beobachter, der
in einen tiefen Brunnen schaute, vom reflektierten Son-
nenlicht geblendet wurde. Zur gleichen Zeit warf ein senk-
recht in den Boden gesteckter Stab in Alexandria einen
Schatten. Wie kann man aus dem mit Hilfe dieses Schat-
tens gemessenen Winkel α(= 2π/50) und der bekannten
Entfernung zwischen den Städten Syene und Alexandria
(5000 Stadien) den Erdumfang berechnen?

Syene

Alexandria
Stab

α

α

Sonnenstrahlen

Annahmen: Alexandria liegt direkt nördlich von
Syene; die Sonne ist so weit von der Erde entfernt, daß
die einfallenden Sonnenstrahlen als parallel angenommen
werden dürfen.

Aufgabe (37.7) Wir betrachten eine feste Zeichen-
ebene E. Die Drehung um das Drehzentrum Z ∈ E und
den (orientierten) Winkel α ist diejenige Abbildung E →
E, die den Punkt Z auf sich abbildet und einen beliebigen
Punkt P 6= Z auf den eindeutig bestimmten Punkt P ′ mit
den folgenden Eigenschaften abbildet:

• das Liniensegment ZP ′ hat die gleiche Länge wie das
Liniensegment ZP ;

• das Liniensegment [ZP ′] schließt mit [ZP ] den Win-
kel α ein (gezählt von [ZP ] aus gegen den Uhrzeiger-
sinn).

Es seien zwei gleichlange nichtparallele Liniensegmente
[P1Q1] und [P2Q2] gegeben. Zeige, daß es eine eindeu-
tig bestimmte Drehung gibt, die P1 in P2 und Q1 in Q2

überführt.

Aufgabe (37.8) Es sei A das Innere
(a) eines regelmäßigen Vielecks,
(b) eines Halbkreises,
(c) eines Kreises

in der Ebene. Welche Bedingungen muß jeweils eine Teil-
menge R ⊆ ∂A des Randes von A erfüllen, damit auch
A ∪R noch konvex ist?
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A40: Polygone

Aufgabe (40.1) Zeige, daß sich die folgende (aus
sechs kongruenten gleichseitigen Dreiecken zusammenge-
setzte) Figur sowohl in vier als auch in neun untereinan-
der kongruente Teile zerlegen läßt, die jeweils zu der ur-
sprünglichen Figur ähnlich sind (also verkleinerte Kopien
der ursprünglichen Figur darstellen).

Aufgabe (40.2) Erkläre, warum die folgende Skizze
einen Beweis des Satzes des Pythagoras liefert. (Es ist zu
erläutern, warum die drei Teile der Figur links so zusam-
menpassen, wie dies in der Figur rechts dargestellt ist, und
es ist zu begründen, warum die Figur rechts tatsächlich ein
Quadrat ist.)

a

b a

b

b

a

c c

b

a

c c

Aufgabe (40.3) Zeige, daß man zwei beliebige Qua-
drate so in fünf Teile zerlegen kann, daß diese sich zu einem
neuen (größeren) Quadrat zusammensetzen lassen.

Aufgabe (40.4)Gegeben sei ein rechtwinkliges Drei-
eck. Wir tragen die beiden Kathetenquadrate wie in der
Zeichnung ein und setzen die Figur in alle Richtungen hin
fort; dies liefert eine Parkettierung der Ebene.

Zeige, daß sich durch Eintragen der Hypotenusenquadrate
Zerlegungen der beiden Kathetenquadrate in Teilpolygo-
ne derart ergeben, daß sich diese Teilpolygone zu einem
Hypotenusenquadrat zusammensetzen lassen. (Dies liefert
eine Variante zum Beweis des Flächensatzes des Pythago-
ras.)

Aufgabe (40.5) Zeige, daß die in der folgenden Skiz-
ze grau markierten Sechsecke durch eine Drehung inein-
ander überführt werden können, damit kongruent sind
und also insbesondere den gleichen Flächeninhalt haben.
Warum ergibt sich aus dieser Beobachtung der Satz des
Pythagoras?

a b

c

a b

c
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Aufgabe (40.6) In dieser Aufgabe präsentieren wir
den Beweis des Satzes des Pythagoras, der (als Propositi-
on 1.47) in den “Elementen” des Euklid angegeben wird.
Dazu sei ein Dreieck ABC mit einem rechten Winkel bei
C gegeben, und wir errichten über jeder der Seiten ein
Quadrat.

A B

C

A B

C

A B A B

C

(a) Begründe, warum im Bild links oben die beiden ein-
gezeichneten Dreiecke kongruent sind (und daher erst
recht den gleichen Flächeninhalt haben).

(b) Begründe, warum im Bild oben die beiden roten und
die beiden blauen Figuren den gleichen Flächeninhalt
haben.

(c) Schließe, daß im Bild links unten das grüne Qua-
drat und das grüne Rechteck den gleichen Flächen-
inhalt haben. Argumentiere, warum dann auch das
hellblaue Rechteck und das hellblaue Quadrat den
gleichen Flächeninhalt haben.

(d) Warum folgt aus (c) unmittelbar der Satz des Pytha-
goras?

Bemerkung: Zeichnet man die in dem Beweis angewen-
deten Hilfslinien ein, so ergibt sich eine an eine Windmühle
erinnernde Figur (siehe Bild rechts unten), die daher auch
als “Windmühle” bezeichnet wird.

Aufgabe (40.7) Beweise die folgende Umkehrung
des Satzes des Pythagoras. Ein Dreieck ABC sei gegeben.
Hat das Quadrat über der Seite c den gleichen Flächen-
inhalt wie die Quadrate über den beiden andern Seiten
zusammen, so hat das Dreieck an der Ecke C einen rech-
ten Winkel.

A

C

B

A'

Hinweis: Betrachte die abgebildete Figur, bei der
von C aus über der Geraden BC das Lot gefällt und dann
der Punkt A′ dadurch gebildet wird, daß von C aus die
Strecke CA abgetragen wird. Wende dann den Satz des
Pythagoras auf das Dreieck A′BC an und schließe, daß
die Dreiecke A′BC und ABC kongruent sein müssen.

Bemerkung: Von einem logischen Gesichtspunkt
aus ist es interessant, daß die Umkehrung des Satzes des
Pythagoras durch Anwendung des Satzes selbst bewie-
sen wird. (Das ist auch bei anderen geometrischen Sätzen
der Fall, etwa beim Thalessatz, beim Peripheriewinkelsatz
oder bei der Charakterisierung von Sehnen- und Tangen-
tenvierecken.)

Aufgabe (40.8) Wir groß ist der Innenwinkel an je-
der Ecke eines regelmäßigen n-Ecks?

Aufgabe (40.9) (a) Ein (unendlich ausgedehnter)
Fußboden soll mit lauter kongruenten regelmäßigen Po-
lygonen lückenlos und überlappungsfrei gepflastert wer-
den, und zwar so, daß benachbarte Polygone immer nur an
Ecken zusammenstoßen. Welche Polygone kommen dafür
in Frage?

(b) Eine Anzahl regelmäßiger Polygone soll an den
Kanten so verklebt werden, daß sie sich schließen und al-
so die Berandung eines dreidimensionalen Körpers bilden.
(Ein solcher Körper wird als regelmäßiges Polyeder
oder auch als platonischer Körper bezeichnet.) Welche
Polygone kommen dafür in Frage?

Hinweis: Es mögen jeweils regelmäßige n-Ecke ver-
wendet werden, und zwar so, daß an jeder Ecke m Po-
lygone zusammenstoßen. Welche einschränkenden Bedin-
gungen müssen dann die Zahlen m und n erfüllen?
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Aufgabe (42.6) In dem Quadrat ABCD werde wie
skizziert von C aus die Tangente an den Halbkreis über
AB gelegt. Welche Länge hat die entstehende Strecke CP
im Verhältnis zur Seitenlänge des Quadrats?

A B

CD

P

Aufgabe (42.7) Zwei Leitern mit gegebenen Längen
ℓ1 und ℓ2 werden wie skizziert gegen die Wände eines Gan-
ges gelehnt; sie mögen sich in der Höhe h treffen. Welche
Breite b hat der Gang?

l1

l2

h

b1 b2

Aufgabe (42.8) In Abbildung (37.7) des Buchs ist
angegeben, wie man mit Zirkel und Lineal eine gegebe-
ne Strecke halbieren kann. Wie kann man eine gegebene
Strecke in beliebig viele gleiche Teile zerlegen?

Aufgabe (42.9) Ein vorgegebenes Dreieck ABC soll
durch eine Zickzacklinie in fünf flächengleiche Dreiecke
zerlegt werden. Wie lassen sich die Punkte P1, . . . , P4 mit
Zirkel und Lineal ermitteln?

A P2 P4 B

C

P1

P3F1

F2

F3

F4 F5

Aufgabe (42.10) Finde eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung für drei Zahlen 0 < r1 < r2 < r3 dafür,
daß es Kreise mit den Radien ri gibt, die sich äußerlich
berühren und eine gemeinsame Tangente besitzen.

r1

r2

r3M1

M2

M3

Aufgabe (42.11) Gegeben sei ein Dreieck ABC mit
AB = AC = 3 und BC = 2. An den Umkreis dieses Drei-
ecks werde von C aus die Tangente gelegt; diese schnei-
de die Gerade AB im Punkt P . Bestimme die Strecken
u := BP und v := CP !

A B

C

P

3

3

2

u

v
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Aufgabe (42.12) Zeige: Gilt zwischen vier Strecken
a, b, c, d die Verhältnisgleichung a : b = c : d, so gilt auch

a

b
=

c

d
=

a+ c

b+ d
.

(Aus der ersten Gleichung folgt also die zweite, wobei der
Bruch auf der rechten Seite durch Addition der beiden
Zähler und der beiden Nenner entsteht.)

Aufgabe (42.13) Es seien a, b, c > 0 drei Strecken
mit a2 + b2 = c2. Zeige, daß es (bis auf Kongruenz) genau
ein Dreieck mit den Seiten a, b, c gibt und daß dieses Drei-
eck rechtwinklig ist und die Hypotenuse c hat.

Aufgabe (42.14) Es seien A,B,C,D die nacheinan-
der durchlaufenen Ecken eines konvexen Vierecks.

A B

C

D

E

A B

C

D

E

(a) Trage beiD den Winkel ∠(CBA) und bei C den Win-
kel ∠(ACB) ab; das DreieckEDC ist dann nach Kon-
struktion dem Dreieck ABC ähnlich. Welche Verhält-
nisgleichungen ergeben sich?

(b) Schließe, daß die Dreiecke ECA (blau) und DCB
(rot) einander ähnlich sind. Welche Verhältnisglei-
chungen ergeben sich?

(c) Offenbar gilt EA ≤ ED +DA mit Gleichheit genau
dann, wenn A,D,E auf einer Geraden liegen. Ersetze
in dieser Ungleichung EA und ED aus den zuvor er-
haltenen Verhältnisgleichungen und schließe, daß die
Ptolemäische Ungleichung

AC · BD ≤ AB · CD +AD ·BC

gilt und daß diese Ungleichung genau dann zu einer
Gleichheit wird, wenn die Punkte A,B,C,D auf ei-
nem Kreis liegen.

Aufgabe (42.15) Der Punkt P soll mit dem (unzu-
gänglichen) Schnittpunkt S der Geraden g1 und g2 ver-
bunden werden. Wie kann man die Gerade SP konstruie-
ren, ohne den angegebenen Ausschnitt der Zeichenebene
verlassen zu müssen?

g1 g2

P

Aufgabe (42.16)Wie kann man die Verbindungsge-
rade zwischen zwei gegebenen Punkten P und Q zeichnen,
wenn nur ein Lineal zur Verfügung steht, dessen Länge
kleiner ist als der Abstand zwischen den beiden Punkten?

P

Q

Lineal

Aufgabe (42.17) Ein Pantograph ist ein Zeichen-
gerät, das das maßstabsgetreue Vergrößern von Zeichnun-
gen (etwa Landkarten) erlaubt. Die folgende Skizze zeigt
den Aufbau eines solchen Geräts.

O

A

E

P

C
Q

D

B

Der Pantograph besteht aus vier Stäben AP , AQ, CO,
CE, die an den Stellen A,B,C,D durch Gelenke verbun-
den sind; dabei gelten die Gleichungen AD = BC und
AB = DC. Der Punkt O wird fest an ein Zeichenbrett
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Aufgabe (45.11) In einer Ortschaft mit c Einwoh-
nern werden zwei Schutzräume A und B gebaut, die a
bzw. b Personen fassen können; dabei gelte a + b = c.
(Die Gesamtkapazität der beiden Schutzräume entspricht
also genau der Einwohnerzahl.) Die Ortschaft soll in zwei
Gebiete GA und GB derart unterteilt werden, daß in ei-
nem Notfall alle Bewohner von GA sich in den Schutzraum
A und alle Bewohner von GB sich in den Schutzraum B
begeben sollen. Die Unterteilung soll dabei so vorgenom-
men werden, daß die Summe der insgesamt zurückzulegen-
den Wege zum Erreichen der Schutzräume minimal wird.
Zeige, daß sich eine solche Unterteilung folgendermaßen
erreichen läßt: Wir wählen einen Hyperbelbogen mit den
Brennpunkten A und B so, daß der Teil GA der Ortschaft,
der auf der gleichen Seite des Bogens liegt wie A, gerade
a Einwohner hat, der Teil GB der Ortschaft, der auf der
gleichen Seite des Bogens liegt wie B damit b Einwohner.
(Wir sehen von dem Sonderfall ab, daß einige Einwohner
ihre Wohnung genau auf dem Hyperbelbogen haben.) Es
ist zu zeigen, daß die so definierten Gebiete GA und GB

die gewünschte Minimierungseigenschaft haben.

Aufgabe (45.12) Wir betrachten die Hyperbel mit
der Gleichung (x/a)2 − (y/b)2 = 1 und das Rechteck, das
die vier Ecken (±a,±b) hat.

-a a

-b

b

(a) Zeige, daß die Punkte der beiden Geraden y =
±(b/a)x, die die Diagonalen des Rechtecks verlängern, sich
für größer werdende Werte von |x| beliebig nahe an die
Hyperbel annähern, ohne sie zu erreichen. (Man nennt
diese beiden Geraden die Asymptoten der Hyperbel.)

(b) Zeige, daß der Umkreis dieses Rechtecks durch die
Brennpunkte der Hyperbel geht.

Aufgabe (45.13) Eine Lemniskate ist der Ort aller
Punkte einer Ebene, für die das Produkt der Abstände zu
zwei gegebenen Punkten P1 und P2 konstant ist. Wähle in
sinnvoller Weise ein Koordinatensystem und leite in die-
sem die allgemeine Gleichung einer Lemniskate her. Wie
lautet diese Gleichung für den Fall, daß der Mittelpunkt
der Strecke [P1P2] selbst auf der Lemniskate liegen soll?

Aufgabe (45.14) Gegeben seien vier paarweise ver-
schiedene Punkte A,B,C,D in einer Ebene. Finde einen
Punkt P derart, daß die Summe

PA+ PB + PC + PD

der Abstände von P zu den vier Punkten minimal wird.

Hinweis: Die Bezeichnungen seien so gewählt, daß
die vier Punkte A,B,C,D in dieser Reihenfolge die auf-
einanderfolgenden Ecken eines konvexen Vierecks bilden.
Minimiere dann zunächst PB+PC für einen festgehalte-
nen Wert von PA+ PD.

Aufgabe (45.15) Wir betrachten eine Ellipse mit
den Brennpunkten F1 und F2 und einen Punkt P auf die-
ser Ellipse. Es seien ℓ die Tangente an die Ellipse durch
P sowie g die Winkelhalbierende des Winkels ∠(F1PF2).
Zeige, daß g senkrecht auf ℓ steht. Bemerkung: Nach
dem Reflexionsgesetz (Einfallswinkel gleich Ausfallswin-
kel) besagt dies, daß ein von F1 ausgehender Strahl, der
im Punkt P reflektiert wird, nach der Reflexion durch den
Punkt F2 geht. Man bezeichnet diese Eigenschaft als op-
tische Eigenschaft einer Ellipse, aber sie hat auch in
anderen Bereichen Anwendungen als in der Optik, etwa in
der Akustik bei sogenannten “Flüstergewölben”.

F1 F2

P
g

ℓ

Optische Eigenschaft einer Ellipse.

Aufgabe (45.16) Wir betrachten eine Parabel mit
dem Brennpunkt F und einen Punkt P auf dieser Parabel.
Es seien ℓ die Tangente an die Parabel durch P sowieQ ein
Punkt im Innern der Parabel derart, daß die Gerade PQ
senkrecht zur Leitlinie der Parabel verläuft. Zeige, daß die
Winkelhalbierende des Winkels ∠(FPQ) senkrecht auf ℓ
steht. Dies zeigt, daß ein von Q ausgehender Strahl, der
im Punkt P reflektiert wird, nach der Reflexion durch den
Punkt F geht (optische Eigenschaft einer Parabel);
diese Eigenschaft findet etwa Verwendung in Parabolspie-
geln.
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F

P

Q

Optische Eigenschaft einer Parabel.

Aufgabe (45.17) Wir betrachten eine Hyperbel mit
den Brennpunkten F1 und F2. Zeige, daß die Tangente
an diese Hyperbel in einem Punkt P die Winkelhalbieren-
de des Winkels ∠(F1PF2) ist. Bemerkung: Angesichts
des Brechungsgesetzes (Einfallswinkel gleich Ausfallswin-
kel) bedeutet dies, daß ein Strahl, der sich auf den Brenn-
punkt F2 zubewegt, bevor er an der Hyperbel gespiegelt
wird, sich nach der Reflexion auf den anderen Brennpunkt
F1 zubewegt. Diese Eigenschaft wird als optische Eigen-
schaft einer Hyperbel bezeichnet.

F1 F2

P

�

A

Optische Eigenschaft einer Hyperbel.

Bemerkung 1: Man kann die genannte (rein ma-
thematische) Eigenschaft einer Hyperbel physikalisch be-
gründen, wenn man das Prinzip von Fermat benutzt: Der
von A ausgehende Strahl, der nach Reflexion durch F1

verläuft, wird an demjenigen Punkt P reflektiert, für den
die benötigte Laufzeit (und damit bei einem homogenen
Medium der Weg AP + PF1) minimal wird. Da sich PF1

und PF2 nach Definition einer Hyperbel nur um eine Kon-
stante unterscheiden, ist dies gleichbedeutend damit, daß
AP +PF2 minimal wird, daß also P auf der Geraden AF2

liegt. Dieses Argument ist aber natürlich kein mathema-
tischer Beweis.

Bemerkung 2: Die optischen Eigenschaften der Ke-
gelschnitte haben viele technische Anwendungen, bei-
spielsweise bei Radioteleskopen zur Brennweitenverlänge-
rung. Bei einem Radioteleskop mit parabolischem Spiegel
werden die einfallenden Strahlen im Brennpunkt F1 der
Parabel gebündelt. Um einerseits den Empfänger nicht
hoch über dem Parabolspiegel anbringen zu müssen und
um andererseits eine Vergrößerung des Bildes zu erzielen,
bringt man einen zweiten (hyperbolischen) Spiegel an, des-
sen einer Brennpunkt mit demjenigen der Parabel über-
einstimmt. Die vom Parabolspiegel reflektierten Eingangs-
strahlen werden an diesem zweiten Spiegel noch einmal
reflektiert und bündeln sich dann im zweiten Brennpunkt
F2 der Hyperbel, in dem man den Empfänger anbringt.

F1

F2

P� �!"#

$%&" !"#�'(

)*&+,-." 

/
01
23
4455;<3
=
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Aufgabe (45.18) Wir betrachten eine Ellipse E mit
den Brennpunkten F1 und F2 sowie einen Punkt A außer-
halb der Ellipse. Von A aus werden die beiden Tangen-
ten ℓ1 und ℓ2 an E gelegt; die zugehörigen Berührpunkte
seien T1 und T2 wie in der Zeichnung angegeben. Zeige,
daß dann die Winkel ∠(T1AF1) und ∠(T2AF2) gleich sind
(Isogonaleigenschaft einer Ellipse).

A

F1 F2

T1

T2ℓ1

ℓ2
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Hinweis: Für i = 1, 2 sei jeweils Pi bzw. F ′i der
Punkt, der aus Fi durch Fällen des Lotes auf ℓi bzw. durch
Spiegelung an ℓi entsteht. Zeige, daß dann in der folgenden
Zeichnung die beiden farbig markierten Dreiecke kongru-
ent sind.

A

F1 F2

F1
>

F2
>

P1

Aufgabe (45.19) Wir betrachten einen Kreiskegel,
dessen Spitze nach oben zeigt. Über diesen Kegel werde
ein Lasso geworfen und dann straffgezogen. Ist die entste-
hende Lassoschlinge eine ebene Kurve?

Aufgabe (45.20) Wir betrachten einen senkrechten
Kreiskegel mit dem Öffungshalbwinkel α und eine Ebene
E, die diesen schneidet und einen Winkel von weniger als
900−α gegenüber der Horizontalen bildet. Wir betrachten
die beiden Dandelinschen Kugeln K1 und K2, die sowohl
den Kegel als auch die Ebene berühren; für i = 1, 2 sei Fi

der Berührpunkt der Ebene mit der Kugel Ki. Zeige, daß
der Schnitt des Kegels mit der Ebene eine Ellipse mit den
Brennpunkten F1 und F2 ist.

Aufgabe (45.21) Wir betrachten einen senkrechten
Kreisdoppelkegel mit dem Öffungshalbwinkel α und ei-
ne Ebene E, die diesen schneidet und einen Winkel von
mehr als 900 − α gegenüber der Horizontalen bildet. Wir
betrachten die beiden Dandelinschen Kugeln K1 und K2,
die sowohl den Kegel als auch die Ebene berühren; für
i = 1, 2 sei Fi der Berührpunkt der Ebene mit der Kugel
Ki. Zeige, daß der Schnitt des Kegels mit der Ebene eine
Hyperbel mit den Brennpunkten F1 und F2 ist.

Aufgabe (45.22) Wir betrachten einen senkrechten
Kreiskegel mit dem Öffungshalbwinkel α und eine Ebe-
ne E, die diesen schneidet und einen Winkel von genau
900−α gegenüber der Horizontalen bildet (so daß die Ebe-
ne E parallel zu einer Mantellinie des Kegels verläuft). Wir

betrachten die Dandelinsche Kugel K, die sowohl den Ke-
gel als auch die Ebene berührt; es sei F der Berührpunkt
der Ebene mit dieser Kugel. Ferner sei E′ die Berührebe-
ne der Kugel, also diejenige Ebene, in der der Berührkreis
des Kegels mit der Kugel K liegt, und es sei ℓ die Schnitt-
gerade zwischen der Schnittebene E und der Berührebene
E′. Zeige, daß der Schnitt des Kegels mit der Ebene E
eine Parabel mit dem Brennpunkt F und der Leitlinie ℓ
ist.

Aufgabe (45.23) Ein Spiegel S soll so konstruiert
werden, daß ein Bündel parallel einfallender Lichtstrahlen
so an S reflektiert wird, daß sich die reflektierten Strahlen
in einem Punkt P treffen (Fokussierung). Zeige, daß S die
Form einer Parabel haben muß (Parabolspiegel).

Aufgabe (45.24) Es seien A = (a1, a2), B = (b1, b2)
und C = (c1, c2) drei Punkte einer Ebene, die nicht auf
einer Geraden liegen. Bestimme den Mittelpunkt und den
Radius des eindeutig bestimmten Kreises, der durch A, B
und C geht. (Das gleiche Problem, das hier rechnerisch
gelöst werden soll, wurde in Satz (39.3) des Buches zeich-
nerisch gelöst.)

Aufgabe (45.25) Die folgende Skizze zeigt ein
gleichseitiges Dreieck mit seinem Umkreis. Zeige, daß der
Punkt B die Strecke AC (die in halber Höhe des Dreiecks
verläuft) im Verhältnis des goldenen Schnitts teilt, daß
also die Verhältnisgleichung AB : BC = BC : AC gilt.

A B C

Aufgabe (45.26) Eine auf einem Tisch liegende Ku-
gel werde durch eine punktförmige Lichtquelle beleuchtet.
Zeige, daß der Schatten, den die Kugel auf den Tisch wirft,
eine Ellipse ist, deren einer Brennpunkt der Auflagepunkt
der Kugel ist.
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Aufgabe (48.25) In einer Ebene seien eine Anfangs-
position A, eine Endposition B, eine Anfangsrichtung v
und eine Endrichtung w gegeben. Ein Fahrzeug, das nur
vorwärts fahren kann und einen vorgegebenen Wendera-
dius R besitzt, soll so von A nach B bewegt werden, daß
v die Fahrtrichtung am Anfang und w die Fahrtrichtung
am Ende ist.

Wir untersuchen speziell Fahrtkurven der folgenden Ty-
pen, bei denen jeweils Kℓ bzw. Kr einen in Fahrtrichtung
links (gegen den Uhrzeigersinn) bzw. rechts (im Uhrzei-
gersinn) durchlaufenen Kreisbogen vom Radius R und G
ein Geradenstück bezeichnet.

• Typ 1: KrKℓKr

• Typ 2: KℓKrKℓ

• Typ 3: KrGKℓ

• Typ 4: KrGKr

• Typ 5: KℓGKr

• Typ 6: KℓGKℓ

(Eine Lösung vom Typ 1 beschreibt also etwa eine Fahrt-
kurve, bei der man zunächst einen Kreisbogen im Uhr-
zeigersinn einschlägt, dann einen Kreisbogen gegen den
Uhrzeigersinn und schließlich noch einmal einen Kreisbo-
gen im Uhrzeigersinn.) Finde für gegebene Anfangsdaten
(A, v) und Zieldaten (B,w) alle möglichen Lösungskurven
der genannten sechs Typen.

Bemerkung 1: Mit Methoden der mathematischen
Kontrolltheorie kann man zeigen, daß die kürzestmögli-
che Fahrtkurve, die das Fahrzeug durchlaufen kann (deren
Krümmungsradius also nirgends kleiner als R ist), not-
wendigerweise von einem der genannten sechs Typen sein

muß, wenn man Entartungsfälle wie Kreisbögen mit Zen-
triwinkel Null oder Geradenstücke der Länge Null zuläßt
(und damit Teilkurven von Kurven der genannten Ty-
pen). Hat man also alle in Frage kommenden Fahrtkurven
der Typen 1 bis 6 gefunden (deren es nur endlich vie-
le gibt), so muß man nur noch die Längen dieser Kurven
vergleichen, um die kürzestmögliche Fahrtkurve zu finden.
Die Aufgabe, die unter den betrachteten Randbedingun-
gen kürzestmögliche Fahrtkurve zu finden, ist alsDubins-
sches Problem bekannt.†

Bemerkung 2: Diese Aufgabe eignet sich in wun-
derbarer Weise für ein Programmierprojekt, bei dem die
Lösung rechnermäßig implementiert wird und bei der die
gefundenen Lösungskandidaten mit Hilfe von Animatio-
nen visualisiert werden. Die Abbildungen auf der folgen-
den Seite sind Szenen einer solchen Animation, bei der
zwei Lösungen unmittelbar miteinander verglichen wer-
den. Ein solches Programmierprojekt eignet sich auch gut
zur Gruppenarbeit, weil die einzelnen Lösungstypen sepa-
rat voneinander behandelt werden können und man da-
her das Zusammenfügen von Unterprogrammen zu einem
Hauptprogramm (mit entsprechender Vereinbarung von
Schnittstellen) einüben kann.

† Lester E. Dubins: On Curves of Minimal Length with
a Constraint on Average Curvature, and with Prescribed
Initial and Terminal Positions and Tangents; American
Journal of Mathematics 79 (3), Juli 1957, Seiten 497-516.

142 Aufgaben: Geometrie und Vektorrechnung

Lösungen zu »Metrische Vektoroperationen« siehe Seite 452



48. Metrische Vektoroperationen 143

Lösungen zu »Metrische Vektoroperationen« siehe Seite 452



A59: Volumenfunktionen

Aufgabe (59.1) Es seien A,B,C die Ecken eines
Dreiecks, und es seien a, b, c die Ortsvektoren dieser Ecken
bezüglich eines beliebig gewählten Ursprungspunktes O.
Zeige, daß der Flächeninhalt dieses Dreiecks gegeben ist
durch den Betrag des Ausdrucks

det(a, b) + det(b, c) + det(c, a)

2

=
det(a− c, b− c)

2

Welche Rolle spielt das Vorzeichen dieses Ausdrucks?

Aufgabe (59.2) Es seienA,B,C,D die in dieser Rei-
henfolge durchlaufenen Ecken eines ebenen Vierecks, und
es seien a, b, c, d die Ortsvektoren dieser Ecken bezüglich
eines beliebig gewählten Ursprungspunktes. Es sei voraus-
gesetzt, daß bei dem Viereck keine Kantenüberkreuzungen
wie in der Abbildung rechts auftreten.

A

B

C

D

A

B

C

D

Zeige, daß dann der Flächeninhalt dieses Vierecks betrags-
mäßig gegeben ist durch die halbe Determinante der Dia-
gonalenvektoren, also durch den Betrag des Ausdrucks

det(a, b) + det(b, c) + det(c, d) + det(d, a)

2

=
det(a− c, b− d)

2
.

Welche Rolle spielt das Vorzeichen dieses Ausdrucks?
Welche Bedeutung hat dieser Ausdruck, wenn eine Kan-
tenüberkreuzung vorliegt?

Aufgabe (59.3) Es seien A1, A2, . . . , An die in dieser
Reihenfolge durchlaufenen Ecken eines ebenen Polygons,
und es seien a1, a2, . . . , an die Ortsvektoren dieser Ecken
bezüglich eines beliebig gewählten Koordinatenursprungs.
Es werde vorausgesetzt, daß bei dem Polygon keine Kan-
tenüberkreuzungen wie in der Abbildung rechts auftreten,
während einspringende Ecken wie in der Abbildung links
erlaubt sind.

A

B

C

D

E

F

A

B

C

D

E

(a) Zeige, daß der Flächeninhalt dieses Polygons ge-
geben ist durch den Betrag des Ausdrucks

det(a1, a2) + det(a2, a3) + · · ·+ det(an−1, an) + det(an, a1)

2
.

Welche Rolle spielt das Vorzeichen dieses Ausdrucks?
Welche Bedeutung hat dieser Ausdruck, wenn eine Kan-
tenüberkreuzung vorliegt?

(b) Bezüglich irgendeines kartesischen Koordinaten-
systems seien die Koordinatendarstellungen der Ecken ge-
geben durch Ai = (xi, yi). Zeige, daß der in Teil (a) ange-
gebene Ausdruck durch

(⋆)

n∑

i=1

xiyi+1 −
n∑

i=1

yixi+1

gegeben ist, wobei wir An+1 := A1 setzen. (Der Wert∑n
i=1 xiyi+1 −

∑n
i=1 yixi+1 läßt sich nach dem folgenden

Schema berechnen, das an einen Schnürsenkel erinnert. Im
Englischen wird dieses Formel für den Flächeninhalt eines
Polygons daher auch als “shoelace formula” bezeichnet.)

x1 x2 x3 x4 ⋯ xn y1

y1 y2 y3 y4 ⋯ yn y1

(c) Die Auswertung des Ausdrucks (⋆) erfordert 2n
Multiplikationen und n+ (n−1) = 2n−1 Additionen und
Subtraktionen. Wie kann man diesen Ausdruck mit weni-
ger Rechenoperationen ermitteln?

Aufgabe (59.4)DieGitterpunkte eines gegebenen
kartesischen Koordinatensystems seien die Punkte (x, y)
mit ganzzahligen Koordinaten x und y. Wir betrachten
ein Polygon ohne Kantenüberschneidungen, dessen sämt-
liche Ecken Gitterpunkte dieses Koordinatensystems sind.
Es seien I die Anzahl der Gitterpunkte im Innern des Po-
lygons und R die Anzahl der Gitterpunkte auf dem Rand
des Polygons. Zeige, daß dann für den Flächeninhalt F
des Polygons die folgende Formel von Pick gilt, die von
dem österreichischen Mathematiker Georg Alexander Pick
(1859-1942) entdeckt wurde:

F = I +
R

2
− 1.
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Beispielsweise besitzt das folgender Polygon 14 innere
Punkte (blau) und 25 Randgitterpunkte (rot) und hat da-
mit den Flächeninhalt F = 14 + (25/2)− 1 = 25.5.

Anwendung der Formel von Pick.

Hinweis: Beweise die Formel von Pick

(a) zunächst für Rechtecke,

(b) dann für rechtwinklige Dreiecke,

(c) dann für beliebige Dreiecke,

(d) dann für beliebige Polygone.

Aufgabe (59.5) (a) Wir betrachten zwei Ebenen
E und E0 im dreidimensionalen Raum mit Einheitsnor-
malenvektoren n und n0, die so gewählt seien, daß sie
einen spitzen Winkel θ einschließen. Es sei π die Or-
thogonalprojektion auf die Ebene E0; die Einschränkung
π |E : E → E0 ist dann orientierungserhaltend, wenn wir
auf E bzw. E0 die durch n bzw. n0 definierten Orientierun-
gen zugrundelegen. Zeige: Ist A der orientierte Flächenin-
halt einer in E liegenden geometrischen Figur und ist A0

der orientierte Flächeninhalt der projizierten Figur π(F ),
so gilt

A0 = A · cos θ = A · 〈n0, n〉.

(b) Eine Ebene E ⊆ R3 habe den Einheitsnormalen-
vektor n = (nx, ny, nz)

T ; wir denken uns E mit der von
n bestimmten Orientierung versehen. Wir betrachten die
Projektionen πxy, πyz und πzx von E auf die xy-, die yz-
und die zx-Ebene, die gegeben sind durch πxy(x, y, z) :=
(x, y), πyz(x, y, z) := (y, z) und πzx(x, y, z) := (z, x). (Be-
achte die Reihenfolge der Variablen z und x, die so gewählt
ist, daß alle drei Projektionen als Abbildungen p : E → R2

orientierungserhaltend sind.) Für eine in E liegende geo-
metrische Figur F bezeichnen wir mit A, Axy, Ayz und
Azx die orientierten Flächeninhalte von F , πxy(F ), πyz(F )

und πzx(F ). Begründe die Gültigkeit der Gleichung



Ayz

Azx

Axy


 = A ·



nx

ny

nz


 = A · n

sowie der Formel A2 = A2
yz + A2

zx + A2
xy, die zeigt, daß

sich der Flächeninhalt von F aus den Flächeninhalten der
“Schattenfiguren” von F ermitteln läßt.

(c) Wie in Teil (b) sei E eine durch Vorgabe ei-
nes Einheitsnormalenvektors n orientierte Ebene. In E sei
ein Polygon mit den in dieser Reihenfolge durchlaufenen
Ecken A1, A2, . . . , An gegeben, und es seien a1, a2, . . . , an
die Ortsvektoren dieser Ecken bezüglich irgendeines belie-
big gewählten Ursprungspunktes. Zeige, daß der orientier-
te Flächeninhalt dieses Polygons gegeben ist durch

1

2

〈
n∑

i=1

ai × ai+1, n

〉
,

wobei wir An+1 := A1 setzen und wobei die Orientierung
des Polygons relativ zu der vorgegebenenOrientierung von
E zu nehmen ist.

Aufgabe (59.6) Es seien A0, B0, C0 die Ecken eines
Dreiecks in einer Ebene E0.

(a) Für einen beliebigen Vektor v betrachten wir die
Ebene E1 := E0 + v und das Dreieck A1B1C1 mit den
EckenA1 := A0+v, B1 := B0+v und C1 := C0+v, das aus
dem Dreieck A0B0C0 durch Translation um den Vektor v
entsteht. Zeige, daß das Volumen des Prismas mit den
Ecken A0, B0, C0, A1, B1, C1 gegeben ist als Produkt der
Fläche des Dreiecks A0B0C0 mit dem Abstand zwischen
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den Ebenen E0 und E1 (“Volumen gleich Grundfläche mal
Höhe”) und damit durch den Ausdruck

(1/2) · det(−−−→A0A1,
−−−→
A0B1,

−−−→
A0C1).

A0

B0

C0

A1

B1

C1

p

Volumen eines dreiseitigen Prismas.

(b) Es sei P ein beliebiger Punkt in der Ebene E1.
Zeige, daß das Volumen der Pyramide mit den Ecken A0,
B0, C0 und P gegeben ist als ein Drittel des Produkts der
Fläche des Dreiecks A0B0C0 mit dem Abstand zwischen
den Ebenen E0 und E1 (“Volumen gleich ein Drittel mal
Grundfläche mal Höhe”) und damit durch den Ausdruck

(1/6) · det(−−→PA0,
−−→
PB0,

−−→
PC0).

Hinweis: Zeige anhand der folgenden Abbildung, daß
sich ein dreiseitiges Prisma in drei volumengleiche Pyra-
miden zerlegen läßt.

A0

B0

C0

A1

B1

C

B0

C0

A1

B1

Zerlegung eines dreiseitigen Prismas in drei volumen-
gleiche Pyramiden.

Aufgabe (59.7) Es seien v1, . . . , vn Vektoren im Rn.
Daß der Betrag der Determinante det(v1, . . . , vn) das Vo-
lumen des von v1, . . . , vn aufgespannten Spates ist, ist viel-
leicht einfacher als im allgemeinen Fall einzusehen, wenn

v1, . . . , vn aufeinander senkrecht stehen und daher einen
Quader bilden, denn das Volumen eines Quaders ist das
Produkt seiner Kantenlängen. Begründe, warum sich der
allgemeine Fall auf diesen Spezialfall zurückführen läßt.

Aufgabe (59.8) (a) Begründe die Formel

det

[
a b
1 1

]
= det [ a− b ]

und deute sie geometrisch!

(b) Begründe die Formel

det



a1 b1 c1
a2 b2 c2
1 1 1


 = det

[
a1 − c1 b1 − c1
a2 − c2 b2 − c2

]

und deute sie geometrisch!

Aufgabe (59.9) (a) Ein Dreieck werde begrenzt
durch die Geraden mit den Gleichungen aix+ biy+ ci = 0
mit 1 ≤ i ≤ 3. Zeige, daß der Flächeninhalt dieses Drei-
ecks gegeben ist durch

F =
1

2
·

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣

2

∣∣∣∣
a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a3 b3
a1 b1

∣∣∣∣
.

(b) Ein Tetraeder werde begrenzt durch die Flächen
mit den Gleichungen aix+biy+ciz+di = 0 mit 1 ≤ i ≤ 4.
Zeige, daß der Rauminhalt dieses Tetraeders gegeben ist
durch

V =
1

6
·

∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1 d1
a2 b2 c2 d2
a3 b3 c3 d3
a4 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣

2

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣

a2 b2 c2
a3 b3 c3
a4 b4 c4

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣

a3 b3 c3
a4 b4 c4
a1 b1 c1

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣

a4 b4 c4
a1 b1 c1
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣

.

178 Aufgaben: Multilineare Abbildungen

Lösungen zu »Volumenfunktionen« siehe Seite 551



Nachwort

Im Vorwort zum zweiten Band seiner vorzüglichen
Einführung in die Kombinatorik1 machte Max Jeger die
folgende Beobachtung:

Die neuere Mathematik-Didaktik hat ... im
deutschsprachigen Raum einen höchst eigenwil-
ligen Lesertypus hervorgebracht, der vereinzelt
auch schon bei den Exegeten oder Buchbespre-
chern anzutreffen ist. Ich meine damit jene Sit-
tenrichter aus der Zunft der sogenannten Didak-
tiker, die bei der Lektüre eines Buches primär
nur an der Frage interessiert sind, auf wie vie-
le Arten ein bestimmter Text falsch interpretiert
werden könnte. Ich möchte klarstellen, daß ich
diese Form des kritischen Hinterfragens nicht
zur abzählenden Kombinatorik zähle; sie dürfte
wohl eher als Pflichtübung für angehende oder be-
reits etablierte Verunsicherungsräte einzustufen
sein. Dogmatiker und Formalisten mögen diesen
zweiten Band des Kombinatorik-Studienbuches
besser nicht zur Hand nehmen, denn er ist eben-
falls für Leser mit einem intakten mathemati-
schen Gemüt geschrieben, für Leser also, die
sich gerne von einem reizvollen Gegenstand et-
was faszinieren lassen möchten.

Seit der Niederschrift dieser Zeilen ist fast ein halbes Jahr-
hundert vergangen, und es ist nicht mehr feststellbar, was
Max Jeger (gestorben 1991) zu Aufgaben wie der folgen-
den – für neuere deutsche Schulbücher nicht untypischen
– gesagt hätte.

Der Windchill beschreibt den Unterschied zwi-
schen der gemessenen Lufttemperatur und der
gefühlten Temperatur in Abhängigkeit von der
Windgeschwindigkeit. Er ist damit ein Maß für
die windbedingte Abkühlung eines Objekts, spezi-
ell eines Menschen und dessen Gesicht. Die For-
mel zur Berechnung lautet:

WCT = 13, 12 + 0, 6125 · T − 11, 37 · v0,16

+ 0, 3965 · T · v0,16

(WCT: Windchill-Temperatur in 0C, T : Lufttem-
peratur in 0C, v: Windgeschwindigkeit in km/h).
Berechne die gefühlte Temperatur (WCT) für ei-
ne Lufttemperatur von 10 0C und Windgeschwin-
digkeiten von 10 km/h, 15 km/h und 20 km/h.

1 Max Jeger, Einführung in die Kombinatorik, Ernst
Klett Verlag, Stuttgart 1973 (Band 1) und 1976 (Band 2)

Aufgaben wie diese tragen leider nicht zur Förderung
eines “intakten mathematischen Gemüts” und zum Er-
wecken von Faszination für reizvolle mathematische Ge-
genstände bei, sondern mindern und beschädigen eher das
Interesse am Fach Mathematik und die Wertschätzung
mathematischer Begriffsbildungen und Methoden, und
zwar in mehrfacher Hinsicht.

• Klarheit der Begriffsbildung: Gemäß dem ersten
Satz der Aufgabe ist der “Windchill” eine Temperatur-
differenz; der zweite Satz suggeriert eher eine Änderungs-
rate der Temperatur (“Abkühlung”); der letzte Satz sagt
schließlich ausdrücklich, der “Windchill” sei die “gefühl-
te Temperatur”. Man fragt sich unwillkürlich, was denn
nun eigentlich gemeint sei. Bereits die bloße Formulierung
der Aufgabe konterkariert daher eine der bedeutendsten
Leistungen der Mathematik, nämlich die Bemühung um
begriffliche Klarheit und die Herausbildung einer präzisen
Sprache.

• Modellbildung: Die Aufgabe suggeriert, die mathe-
matische Formulierung eines realen Phänomens bestehe in
der (ohne physikalische Erklärung vom Himmel fallenden)
Angabe einer “Formel”, in die dann irgendwelche Wer-
te einzusetzen seien. Angesichts der Art der angegebenen
Formel ist ferner klar, daß mit der Aufforderung “Berech-
ne” gar keine Rechenleistung gefordert wird, sondern nur
das Eintippen in einen Taschenrechner. Es wird ein völlig
falsches Bild davon vermittelt, was es heißt, mathemati-
sche Beschreibungen der Wirklichkeit zu formulieren und
anzuwenden.

• Realitätsbezug: Eine der ersten und einfachsten
Maßnahmen, um eine (woher auch immer stammende)
Formel auf ihre Plausibilität hin zu überprüfen, ist das
Einsetzen spezieller Werte2. Tut man dies in der angegebe-
nen Aufgabe mit v = 0 und T = 0 (egal, ob mit oder ohne
Taschenrechner), so ergibt sich der Wert WCT = 13, 12.
Demnach verspürt man also an einem windstillen Tag bei
Temperaturen um den Gefrierpunkt im Gesicht eine Tem-
peratur von 13, 12 0C. Glauben die Verfasser des fragli-
chen Schulbuchs das tatsächlich?

Es geht hier nicht darum, ein Klagelied über den Nie-
dergang der Mathematikausbildung anzustimmen, aber
man sollte die Gefahr solcher Entwicklungen auch nicht
unterschätzen: Kulturelle Errungenschaften (und dazu
zähle ich die Entfaltung mathematischer Methoden über
die Jahrhunderte hinweg!) können schneller verlorenge-
hen, als fortschrittsgläubige Optimisten glauben mögen.
Ein Beispiel dafür ist etwa die Aufführungspraxis Bach-
scher Werke im Rahmen der “Bach-Renaissance” des 19.
Jahrhunderts, als die hohen Trompetenpartien in eine

2 Offenbar werden Schüler im Unterricht dazu gar nicht
mehr angehalten. Anders wäre kaum zu erklären, warum
in einem aktuellen Einführungstest in einem ingenieurwis-
senschaftlichen Studiengang mehr als die Hälfte der Teil-
nehmer glaubt, es gelte allgemein

√
a2 + b2 = a+ b.



niedrigere Lage versetzt oder aber Oboen und Klarinetten
übertragen werden mußten, weil es kaum noch Trompeter
gab, die die barocke Clarinblaskunst beherrschten, wie et-
wa Carl Friedrich Zelter (1758-1832), von 1800 an bis zu
seinem Tod Leiter der Berliner Sing-Akademie, konstatier-
te:3

Die Trompetenstimme zu dieser Musik [BWV
147] wird in unsern Zeiten am besten auf der Ho-
boe können gespielt werden. Will man dennoch
gern eine Trompete dabey haben so können die
Stellen welche bequem herauszubringen sind, von
einer Trompete neben her producirt werden.

Andererseits bietet gerade dieses Beispiel auch Anlaß zur
Hoffnung, denn sowohl eine Rückbesinnung auf hand-
werkliche Aspekte des Trompetenspiels als auch techni-
sche Verbesserungen im Trompetenbau sorgten dafür, daß
mittlerweile wieder – und in größerer Breite als früher
– Darbietungen Bachscher Werke und auch anderer ba-
rocker Kompositionen mit herausragend gut gespielten
Trompetenpartien zu hören sind, und zwar sowohl in hi-
storischer als auch in moderner Aufführungspraxis.

Die beiden genannten Faktoren – die Rückbesinnung
auf handwerkliche Aspekte und die Nutzung neuer tech-
nischer Möglichkeiten – erscheinen mir auch im Bereich
der Mathematikausbildung notwendig und zielführend, et-
wa durch die Wertschätzung konkreter Rechnungen so-
wie die Behandlung gut ausgewählter Beispiele vor der
Darlegung allgemeiner und abstrakter Theorien einerseits,
durch den Einsatz von Computern zur Programmierung
mathematischer Algorithmen und zur graphischen Ver-
anschaulichung mathematischer Ergebnisse andererseits.
Erst eine eingeübte und gesicherte Rechenpraxis und eine
gute Kenntnis vieler Beispiele und Gegenbeispiele bieten
eine solide Grundlage, auf der dann mathematische Theo-
riegebäude in sinnvoller und tragfähiger Weise errichtet
werden können und auf der ein geistiger und begrifflicher
Ordnungsrahmen erwachsen kann, in den sich eine Viel-
zahl von Einzelfakten systematisch einordnen läßt. Ge-
lingt dies, so wird die Fülle des Stoffes auch nicht als Pro-
blem empfunden, sondern als Reichtum.

Ich hoffe, daß sich der Reichtum mathematischer
Fragestellungen auch im vorliegenden Aufgaben- und
Lösungsbuch widerspiegelt. In meinen eigenen Lehrveran-
staltungen, aus denen heraus dieses Buch entstanden ist,
sehe ich stets einen hohen Anteil an Übungen vor, und
auch in den Vorlesungen bemühe ich mich, die Einführung
neuer Begriffe und die Bedeutung mathematischer Sätze

3 Edward Tarr: Friedrich Benjamin Queisser, Julius
Kosleck und der Übergang von Natur- zu Ventiltrompe-
ten im 19. Jahrhundert, Seite 127. In: Anselm Hartin-
ger, Christoph Woll, Peter Wollny (Hrsg.): Von Bach zu
Mendelssohn und Schumann – Aufführungspraxis und Mu-
siklandschaft zwischen Kontinuität und Wandel; Verlag
Breitkopf & Härtel, Wiesbaden 2012.

stets durch durchgerechnete konkrete Beispiele und Auf-
gaben zu motivieren und vorzubereiten, dabei eine künst-
liche Trennung fachlicher und didaktischer Aspekte ver-
meidend. Die langjährige Erfahrung zeigt, daß es dadurch
gelingt, zur eigenständigen Beschäftigung mit Mathema-
tik, zum Formulieren eigener Fragen und zur Herausbil-
dung eines “intakten mathematischen Gemüts” anzure-
gen.

Zahlreiche Fragen, Kommentare und Anregungen zu
Übungsaufgaben, die sich in den Lehrveranstaltungen er-
gaben, sind in dieses Buch eingeflossen, und ich bin meinen
Studenten für die intensive und inspirierende Kommuni-
kation und Zusammenarbeit in den Lehrveranstaltungen
zutiefst dankbar. Daß sich aus dieser Zusammenarbeit ak-
tuell sogar einige wissenschaftliche Publikationen mit stu-
dentischen Koautoren ergaben, ist in der Hochschulland-
schaft – und an Fachhochschulen/Hochschulen für ange-
wandte Wissenschaften gleich gar – eher selten und zeigt,
zu welch schönen Erfolgen ein Lehrkonzept führen kann,
das auf einer Verzahnung begrifflicher und rechnerischer
Zugänge basiert:

• Lilija Naiwert, Karlheinz Spindler: Use of Concrete
Examples and Visualizations to Improve the Discus-
sion of Pontryagin’s Maximum Principle in Control
Education, International Journal of Education and
Information Technologies 13, 2019, S. 168-179;

• Friederike Liebaug, Karlheinz Spindler: Logical equi-
valence of the fundamental theorems on operators be-
tween Banach spaces, Elemente der Mathematik 75
(1), 2020, S. 15-22;

• Lilija Naiwert, David Ailabouni, Karlheinz Spindler:
The possible states of a population of eusocial in-
sects, IFAC Journal of Systems and Control 11, 2020,
100075;

• Lilija Naiwert, Karlheinz Spindler: Phase portraits,
Lyapunov functions, and projective geometry, Mathe-
matische Semesterberichte 68 (1), 2021, S. 143-161.

Diese Veröffentlichungen ergaben sich unmittelbar aus
Lehrveranstaltungen heraus, teilweise, um Fragen zu be-
antworten, die in den Übungen aufkamen, teilweise, um
einfachere Herleitungen für als schwierig empfundene Vor-
lesungsinhalte zu finden, teilweise, um gute Beispiele zu
identifizieren, an denen sich mathematische Aussagen il-
lustrieren lassen. Bei der Zusammenarbeit, die zu die-
sen Veröffentlichungen führte, wurde auch etwas spürbar
von der Schönheit und Faszination der Mathematik. Nach
einem bekannten Bonmot des englischen Mathematikers
Godfrey Harold Hardy (1877-1947) ist Schönheit das ent-
scheidende Kriterium dafür, was gute Mathematik aus-
macht: “Beauty is the first test: there is no permanent
place in the world for ugly mathematics.” Dem ist hier
nichts hinzuzufügen.

A. D. 2021 Karlheinz Spindler
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Höhere Mathematik – Ein Begleiter durch das Studium

1. Aufl. 2010, 893 Seiten, 22 cm × 28,5 cm, gebunden,
über 600 Abbildungen, wo sinnvoll vierfarbig,
ISBN 978-3-8085-5550-7
Bestell-Nr. 55507

Dieses einzigartige Buch, das mit der Einführung des
Mengenbegriffs beginnt und mit dem Beweis des Rie-
mannschen Abbildungssatzes endet, spannt einen riesi-
gen Bogen über verschiedene grundlegende mathema-
tische Disziplinen: Lineare und multilineare Algebra,
Topologie, Analysis, Differentialgleichungen, Statistik
und Wahrscheinlichkeitsrechnung, Funktionentheorie
und vieles mehr.

Dabei ist das Ziel nicht, eine möglichst große Stoffmen-
ge enzyklopädisch abzuhandeln, sondern ein solides
und tragfähiges Grundlagenwissen in mathematischen
Schlüsseldisziplinen zu vermitteln, auf dem eine spätere
Einarbeitung in mathematische Spezialfächer und An-
wendungsgebiete problemlos aufbauen kann. Es wird
gleichermaßen Wert auf die Förderung begrifflichen
Verständnisses und auf die Vermittlung von Rechen-
techniken gelegt. Allgegenwärtige algebraische, ord-
nungstheoretische und topologische Strukturen werden
systematisch herausgearbeitet, und numerische Aspek-
te sind durchgängig in die Darstellung integriert. Auch
der physikalische Gehalt mathematischer Begriffsbil-
dungen und Sätze wird erläutert.

Propädeutisches Material (mengentheoretische und
aussagenlogische Grundlagen, Zahlbereiche, elementa-
re Kombinatorik, Elementargeometrie) ist in separate
Kapitel ausgegliedert. Der Schulstoff wird behutsam,

aber von einer höheren Warte aus rekapituliert, was
den Übergang von der Schule zur Hochschule erleich-
tert und anhand bekannten Materials an die Strenge
mathematischer Begriffsbildungen gewöhnt. Auf die-
ser Grundlage werden dann die Lineare Algebra und
die Analysis unter Berücksichtigung sowohl arithmeti-
scher als auch geometrischer Aspekte entwickelt. Die
Kraft dieser Theorien wird anschließend in diversen
Kapiteln über speziellere mathematische Disziplinen
entfaltet. Das Buch führt frühzeitig an abstrakte Sicht-
weisen und weitgehende Verallgemeinerungen heran,
wenn dadurch das begriffliche Verständnis erleichtert
wird (frühe Einführung topologischer Grundbegriffe,
weitgehend koordinatenfreie Behandlung von Funktio-
nen in mehreren Variablen, Bereitstellung differential-
geometrischer und maßtheoretischer Grundlagen).

Das Buch macht keinerlei Kompromisse hinsichtlich
mathematischer Strenge; sämtliche Aussagen werden
bewiesen, und der Verfasser scheut sich auch nicht, „un-
bequeme“ Begriffe einzuführen und „schwierige“ Sätze
zu behandeln.Durch seinen didaktisch geschicktenAuf-
bau ist das Buch dennoch gut lesbar. Viele motivierende
Erläuterungen, durchgerechnete Beispiele sowie aus-
sagekräftige Abbildungen, Diagramme, Tabellen und
eingerahmte Formeln erleichtern das Verständnis. Das
Buch eignet sich daher auch gut zum Selbststudium
und als weiterführende Lektüre, die über die Grundvor-
lesungen weit hinausgeht und daher nicht nach einem
oder zwei Semestern ausgedient hat, sondern als Be-
gleiter durch das gesamte Studium dienen kann. Dem
trägt die Ausstattung des Buches mit festem Einband
und stabiler Bindung Rechnung.
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Höhere Mathematik – Aufgaben und Lösungen

Die Aufgabensammlung enthält insgesamt über 3000
Aufgaben und ist bis auf wenige Verweise unabhängig
vom zugehörigen Lehrbuch nutzbar.

Die Aufgabenstellungen reichen von einfachen Fragen
zur Gewöhnung an neue Begriffe und Routineaufgaben
zum Einüben und Einschleifen von Rechentechniken
über anspruchsvollere Aufgaben, in denen Beispiele
und Gegenbeispiele gesucht, Feinheiten von Begriffs-
bildungen und Aussagen ausgelotet und weiterführende
Aspekte erkundet werden, bis hin zu wirklichen Her-
ausforderungen, denen sich zu stellen einige Ausdauer
erfordert.

Durch die ausführlichen Lösungen sind die Bände auch
zum Selbststudium geeignet.

Band 1
1. Aufl. 2021, 574 Seiten, 21 cm × 28,5 cm, gebunden
ISBN 978-3 8085-5952-9
Bestell-Nr. 59529

1149Aufgabenmit ausführlichenLösungen zu denThe-
men:

• Mengentheoretische Grundlagen
• Grundlegende Strukturen
• Kardinalzahlen
• Ordinalzahlen
• Zahlentheoretische Grundlagen
• Arithmetische Grundlagen
• Algebraische Grundlagen
• Kombinatorische Grundlagen
• Lineare Gleichungssysteme
• Geometrische Grundlagen
• Reelle und komplexe Zahlen
• Geometrie und Vektorrechnung
• Lineare Algebra
• Lineare Abbildungen und Matrizen
• Multilineare Abbildungen.

Band 2
1. Aufl. 2021, 582 Seiten, 21 cm × 28,5 cm, gebunden
ISBN 978-3 8085-5954-3
Bestell-Nr. 59543

1029Aufgabenmit ausführlichenLösungen zu denThe-
men:

• Multilineare Algebra
• Metrische Vektorräume
• Geometrie in Vektorräumen
• Rechnen mit Grenzwerten
• Elementare Funktionen
• Metrische Strukturen
• Topologische Strukturen
• Differentialrechnung in einer Variablen
• Differentialrechnung in Banachräumen.

Band 3
1. Aufl. 2021, 646 Seiten, 21 cm × 28,5 cm, gebunden
ISBN 978-3 8085-5956-7
Bestell-Nr. 59567

1017Aufgabenmit ausführlichenLösungen zu denThe-
men:

• Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten
• Inhaltsbestimmung von Mengen
• Begriff des Integrals
• Berechnung von Integralen
• Integration auf Mannigfaltigkeiten
• Gewöhnliche Differentialgleichungen
• Dynamische Systeme
• Integraltransformationen
• Grundlagen der Stochastik
• Anwendung stochastischer Methoden
• Funktionentheorie.
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AUFGABEN UND LÖSUNGEN

Ausführlich gelöste Aufgaben zu den Themen 

n	Multilineare Algebra

n	Metrische Vektorräume

n	Geometrie in Vektorräumen

n	Rechnen mit Grenzwerten

n	Elementare Funktionen

n	Metrische Strukturen

n	Topologische Strukturen

n	Differentialrechnung in einer Variablen

n	Differentialrechnung in Banachräumen
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HÖHERE MATHEMATIK Band 3

AUFGABEN UND LÖSUNGEN

Europa-Nr. 59567

Ausführlich gelöste Aufgaben zu den Themen 

n	Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten

n	Inhaltsbestimmung von Mengen

n	Der Begriff des Integrals

n	Berechnung von Integralen

n	Integration auf Mannigfaltigkeiten

n	Gewöhnliche Differentialgleichungen

n	Dynamische Systeme

n	Integraltransformationen

n	Grundlagen der Stochastik

n	Anwendung stochastischer Methoden

n	Funktionentheorie
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