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Vorwort

Das vorliegende Aufgaben- und Lésungsbuch will
einen Beitrag zur Forderung der Mathematikausbildung
leisten, indem es zur Beschiftigung mit mathematischen
Aufgabenstellungen und zur Einiibung von Problemls-
sungsfertigkeiten einlddt. Es ist entstanden aus Aufgaben-
blittern und Ubungsmaterialien, die ich iiber viele Jahre
hinweg in einer ganzen Reihe verschiedenster mathemati-
scher Lehrveranstaltungen an der Hochschule RheinMain
verwendet habe.

Wichtig war mir — sowohl beim Stellen der Aufgaben
als auch beim Schreiben des Buches — eine grofie Band-
breite der Aufgabenstellungen. Diese reichen von einfa-
chen Fragen zur Gewdhnung an neue Begriffe und Rou-
tineaufgaben zum Einiiben und Einschleifen von Rechen-
techniken iiber anspruchsvollere Aufgaben, in denen Bei-
spiele und Gegenbeispiele gesucht, Feinheiten von Begriffs-
bildungen und Aussagen ausgelotet und weiterfithrende
Aspekte erkundet werden, bis hin zu wirklichen Heraus-
forderungen, denen sich zu stellen einige Ausdauer erfor-
dert. Dabei habe ich bewufit hohe Anspriiche nicht ver-
mieden, denn (wie schon der Prediger Salomo wufite) “wo
viel Weisheit ist, da ist viel Grimen, und wer viel lernt,
der muf viel leiden”. Ich bin aber zuversichtlich, dal durch
die Aufteilung komplexer Aufgabenstellungen auf mehre-
re Teilaufgaben und durch die gegebenen Hinweise allzu
groflen Frustrationen vorgebeugt wird.

Damit das Buch auch zum Selbststudium geeignet ist,
habe ich zu allen Aufgaben ausfiihrliche Lésungen erstellt,
deren Formulierung vielleicht auch ein Gefiihl dafiir ver-
mittelt, wie man mathematische Sachverhalte ausdriickt
und zu Papier bringt. Natiirlich sollte man aber vor dem
Blick in die Losung immer versuchen, die jeweilige Aufga-
be selbst zu bearbeiten: Mathematik ist kein Zuschauer-
sport, sondern eher wie Klavierspielen; man erlernt sie nur
durch eigene aktive Beschéftigung. Ich hoffe, dafl bei al-
ler Konzentration auf das Lésen von Aufgaben auch etwas
von der Schonheit, Klarheit und Eleganz der Mathematik
deutlich wird. Von den Inhalten und vom Kapitelaufbau
her richtet sich das vorliegende Buch nach dem Lehrbuch

Karlheinz Spindler: Héhere Mathematik — FEin
Begleiter durch das Studium, Verlag Harri Deutsch,
Frankfurt am Main* 2010.

Immer, wenn in den Losungen auf “das Buch” verwiesen
wird, ist dieses Lehrbuch gemeint. Die Verweise dienen in
erster Linie der bequemen Referenzierung; die allermeisten
Aufgaben konnen vollkommen unabhéngig von der Ver-
wendung eines bestimmten Lehrbuches oder Manuskriptes
bearbeitet werden, und ich hoffe, daf§ sich geeignete Auf-
gaben fiir eine Vielzahl verschiedener Lehrveranstaltungen

* Inzwischen Edition Harri Deutsch, Verlag Europa-
Lehrmittel, Haan-Gruiten.

auswihlen lassen. Da das Material des Buches in unter-
schiedlicher Intensitét fiir unterschiedliche Lehrveranstal-
tungen entstand, war eine gewisse Unausgewogenheit zwi-
schen den verschiedenen thematischen Bereichen (oder,
positiver ausgedriickt, eine gewisse Schwerpunktsetzung)
unausweichlich. Der zu erwartende eher geringe Zusatz-
nutzen erschien es mir nicht wert, hier mit entsprechen-
dem Zeitaufwand (und resultierenden Verzégerungen) die
Unterschiede nachtréglich noch auszugleichen. Um noch
einmal den Prediger Salomo zu Wort kommen zu lassen:
“Des vielen Biichermachens ist kein Ende, und viel Stu-
dieren macht den Leib miide”.

Wie schon bei dem genannten Lehrbuch bin ich auch
beim Schreiben dieses Aufgaben- und Losungsbuchs Frau
Dr. Renate Schappel zu kaum ermefilichem Dank ver-
pflichtet. Sie hat sich mit bewundernswerter Energie und
Begeisterung, mit groBler Akribie und Sorgfalt der Her-
kulesaufgabe angenommen, das vollstindige Manuskript
(teilweise in verschiedenen Versionen) kritisch zu lesen
und zu kommentieren. Sie deckte eine Unzahl von Feh-
lern auf, und nichts war vor ihrem kritischen Blick si-
cher: einfache Tippfehler, Rechenfehler, falsche oder un-
vollstandige Schliisse, stilistisch verungliickte Formulie-
rungen, falsche Verweise, unschone Zeilen- oder Seitenum-
briiche und vieles mehr. Ohne ihre Hilfe wire das Erschei-
nen dieses Buches schlechterdings nicht denkbar. Mein
Dank gilt ferner Herrn Klaus Horn vom Verlag Europa-
Lehrmittel fiir die kompetente verlagsseitige Umsetzung
des Werkes und die jederzeit angenehme Zusammenarbeit.
Thm danke ich nicht nur fiir die engagierte und sachkundi-
ge Unterstiitzung des Buchprojekts, sondern auch fiir den
gutmiitigen Humor, mit dem er meinen Sonderwiinschen
begegnete. Schlielich bin ich mehreren Generationen von
Studenten zu Dank verpflichtet, mit denen ich iiber die
Jahre hinweg zusammenarbeiten durfte und deren Fra-
gen, Kommentare und Anregungen zu Verbesserungen bei
zahlreichen Aufgaben und Losungen fiithrten.

Alle noch verbliebenen Fehler und Unstimmigkeiten
gehen natiirlich einzig und allein zu meinen Lasten als
Autor. Autor und Verlag sind fiir Hinweise auf Fehler und
Ungenauigkeiten sowie fiir konstruktive Kritik jederzeit
dankbar.

A. D. 2021 Karlheinz Spindler
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Aufgaben: Metrische Vektorrdume

Aufgabe (65.12) Wenn ein Gleichungssystem Az =
b keine Losung besitzt, kann man versuchen, eine Néahe-
rungslosung xo zu finden, die optimal in dem Sinne ist,
daB der Ausdruck ||Azo — b|| minimal wird; dies ist genau
dann der Fall, wenn Axq eine Bestapproximation von b im
Bild von A ist. Bestimme alle solchen Nidherungslésungen
xo fiir die beiden folgenden Gleichungssysteme!

1 2 3 1 4 7] = 12
34[”]:7 2 5 8| |y|l=115
5 6| LY 5 36 9|z 10

Aufgabe (65.13) Es sei V' die Menge aller (reellen
oder komplexen) Zahlenfolgen = = (z1, 2, 3, Z4, . ..) mit
Dy |kl < oo
(a) Zeige, da8 V mit der komponentenweise definierten

Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum

iiber K = R oder C ist.

(b) Zeige, daB fiir z,y € V die Reihe ) ;- ; 27y konver-
giert und daf durch (z,y) := Y p; Yk ein Skalar-
produkt auf V' definiert ist.

(c) Zeige, daf die Menge U aller Folgen mit nur endlich
vielen von Null verschiedenen Gliedern einen Unter-
vektorraum von V' bildet. Bestimme das Orthogonal-
komplement U~ beziiglich des Skalarprodukts (-, -).

Aufgabe (65.14) Es sei V = K™*" der Vektor-
raum aller (reellen bzw. komplexen) m x n-Matrizen; fiir
A € Km*™ gei A* = a’ e K™*™ die Matrix, die aus A
durch Transponieren und durch Konjugieren der einzelnen
Matrixelemente entsteht.

(a) Zeige, daf durch (4, B)) := Spur(B*A) = Spur(AB*)
ein Skalarprodukt auf V' definiert ist. (Dabei ist die
Spur einer quadratischen Matrix die Summe ihrer
Diagonalelemente. Beachte, dal B*A eine (n X n)-
Matrix ist, dagegen AB* eine (m x m)-Matrix.) Die-
ses Skalarprodukt bezeichnet man als Frobenius-
Produkt, die zugehorige Norm

Al = Spm(AA) = +/Spur(AAT)

auf K" als Frobenius-Norm.

(b) Zeige, dafl die Frobenius-Norm mit den kanonischen
Normen auf K™ und K™ in dem Sinne kompatibel ist,
daB fiir alle z € K™ die Abschétzung

[Az]| < [lA]]l]

gilt. (In dieser Ungleichung treten drei verschiedene
Normen auf: ||z|| wird mit der Standardnorm auf K"
gebildet, ||Az| mit der Standardnorm auf K™ und
||A]| mit der Frobenius-Norm.)

(¢) Zeige, daB fiir K =R und m = n (also im Fall V =
R™ ™) stets (A, B)) = 0 gilt, wenn A symmetrisch
und B schiefsymmetrisch ist. Zeige ferner, daf§ auch
{(A, B)) = 0 gilt, wenn A eine Diagonalmatrix ist und
B nur Nullen auf der Diagonalen hat.

Lésungen zu »Skalarproduktrdume« siehe Seite 191

Aufgabe (65.15) Die sechs Seiten eines Wiirfels sei-
en mit den reellen Zahlen fi, ..., f¢ beschriftet. Fiir jede
Seite wird das arithmetische Mittel der Zahlen auf den
vier Nachbarseiten ermittelt; anschlieend wird jede der
urspriinglichen Zahlen durch das jeweilige arithmetische
Mittel ersetzt. Dieser Vorgang wird nun mit den neu er-
haltenen Zahlen wiederholt, und so weiter. Welche Zahlen
zeigt der Wiirfel nach n-facher Durchfithrung dieses Vor-
gangs? Was geschieht fiir n — co? (Vorher raten!)

Anleitung: Wir schreiben W fiir die Menge der Sei-
ten des Wiirfels; jede Beschriftung des Wiirfels durch reelle
Zahlen 148t sich dann als eine Abbildung f : W — R auf-
fassen. Betrachte den Vektorraum § aller Funktionen f :
W — R mit dem Skalarprodukt (f,g) := > .y f(2)g(x)
sowie die lineare Abbildung L : § — § mit

CHE =5 Y )
y benach-
bart zu =

Ist x eine beliebige Seite des Wiirfels, so bezeichnen wir
mit z* die x gegeniiberliegende Seite. Wir nennen eine
Funktion f gerade, wenn f(z*) = f(z) fiir alle z € W gilt,
dagegen ungerade, wenn f(z*) = —f(z) fir alle z € W
gilt. Zeige, dafl die Mengen

§1 = {f €T f ist konstant},
T2 = {f €| fist gerade mit > .y f(z) =0}.
T3 = {f €3] f ist ungerade}

Untervektorrdume von § sind, die aufeinander senkrecht
stehen und von L jeweils in sich abgebildet werden. Be-
stimme fiir §1, §2 und §3 jeweils eine Orthonormalbasis!
Lose dann die eigentliche Aufgabe.



68. Normierte Rdume
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Aufgabe (68.17) Fiir n > 2 sei K"*" der Vektor-
raum aller (n x n)-Matrizen iiber K = R oder C.
(a) Zeige, dafl die Norm

A oo = Az i
Al = max |4,
zwar die Bedingung ||1]|c = 1 erfiillt, aber nicht submul-

tiplikativ ist (und daher keine Operatornorm sein kann).
(b) Zeige, daf die Norm

n

Al == > Ayl

4,j=1

zwar submultiplikativ ist, aber nicht die Bedingung ||1||; =
1 erfiillt (und daher keine Operatornorm sein kann).
(c) Zeige, daf} die Frobeniusnorm

n
> lagl?

i,j=1

JAl, = V(A A) =

zwar submultiplikativ ist, aber nicht die Bedingung ||1]| =
1 erfiillt, und daher keine Operatornorm beziiglich irgend-
einer Norm auf K™ sein kann.

Aufgabe (68.18) Fiir A € K2*? definieren wir [|A|
durch

a b
& 3]0 = ol + 20120l + .

(a) Zeige, daB || - || eine Norm auf K2*2 ist, die die Be-
dingungen 1] = 1 sowie |AB] < JAI|B] fir alle
A, B € K?*? erfiillt.

(b) Zeige, daB || - || keine Abbildungsnorm ist, daf} es also
keine Norm ||-|| auf K2 gibt mit ||A| = sup{||Az| |
r €K% |z|| < 1}.

Hinweis zu Teil (b): Betrachte

a=fo sl o=[o ol o= [ 3} o=[0 1)

Nimm an, || - || sel von einer Vektornorm ||-|| induziert.
Zeige, dafl unter dieser Annahme einerseits ||Av|| < ||v]]
und ||Dv|| < |v| fiir alle v € K? gilt, es andererseits
Vektoren z,y € K? mit ||Bz| > [z| und [|[Cy| > |yl
gibt. Zeige, daB sich die Ungleichungen || Bz|| > || Dz| und
ICy|l > ||Ay|| widersprechen.

Aufgabe (68.19) (Operatornormen) Es seien T :
Vi — W; beschrénkte lineare Abbildungen zwischen nor-
mierten Rdumen. Wir wéhlen eine Abbildung & wie in
Aufgabe (68.9) und definieren Normen auf V := 17 x - - - x
Vound W =W x --- x W,, vermoge

1w, o)l == (ol - [lonl),

[(wr, -y wa) = @([Jwr ], - ., [wnl]).

Zeige, dafl dann die Abbildungsnorm von T =T1&---®T,
gegeben ist durch

1T ary = lfgf‘s{LHTiHAbb-

Aufgabe (68.20) Es seien | - || eine Norm auf K"*"
und 7' € K™*" eine invertierbare Matrix. Wir definieren
eine neue Norm || - ||, auf K™*™ durch

IAlL = T~ AT].

Beweise die folgenden Aussagen!
(a) Genau dann gilt |1, = 1, wenn ||1|| =1 gilt.

(b) Genau dann ist ||- ||« submultiplikativ, wenn || - || sub-
multiplikativ ist.
(c) Genau dann ist || - ||, eine Operatornorm, wenn || - ||

eine Operatornorm ist.

Lésungen zu »Normierte Rdume« siehe Seite 214
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Aufgabe (69.18) Es seien Z ein Punkt in einer af-
finen Ebene A und A # 0 eine Zahl. Die zentrische
Streckung mit Streckzentrum Z und Streckfaktor A ist
die Abbildung oz, : A — A, die gegeben ist durch

ozA(P) == Z + \ZP.

Zeige, dafl die Menge aller zentrischen Streckungen und
aller Translationen einen Normalteiler der affinen Gruppe
von A bildet. Zeige ferner, dal eine zentrische Streckung
jede Gerade g auf eine zu g parallele Gerade abbildet.

Aufgabe (69.19) In einem Dreieck ABC schneide
die Winkelhalbierende des Winkels bei C' die Strecke AB
im Punkt Z. Es sei o diejenige zentrische Streckung mit
Streckzentrum Z (und negativem Streckfaktor), die A auf
B abbildet. Bestimme geometrisch den Punkt, auf den
unter dieser zentrischen Streckung der Punkt C' abgebildet
wird. Schliefe dann auf die Verhéltnisgleichung

a:b = cq:cp,

wenn Z die Strecke AB in die beiden Teilstrecken ¢, und
¢q zerlegt, wobei ¢, an a anliegt und ¢, an b. (In einem
Dreieck teilt also jede Winkelhalbierende die gegeniiber-
liegende Seite im Verhiltnis der anliegenden Seiten.)

Aufgabe (69.20) Beweise den folgenden Satz von
L’Huilier, benannt nach dem Schweizer Mathematiker
Simon Antoine Jean L’Huilier (1750-1840): Ein dreiseiti-
ges Prisma sei fest vorgegeben. Dann 18t sich jede beliebi-
ge Dreiecksform durch einen ebenen Schnitt durch dieses
Prisma erzeugen (Prismenschnittaufgabe).

Aufgabe (69.21) Beweise den folgenden Satz von
Pohlke, der auch als Hauptsatz der Axonometrie be-
kannt ist! Es seien OpXpg, OpYp, OpZp drei Vektoren,
die eine Ebene E in einem dreidimensionalen affinen Raum
A aufspannen. Dann gibt es Punkte O, X, Y, Z € A derart,
daB OX , )% , 07 eine Wiirfelecke bilden, sowie eine Par-
allelprojektion 7 : A — E mit 7(0) = Op, n(X) = Xp,
7(Y) =Yg und 7(Z) = Zp.

Beweis des Satzes von Pohlke.

Hinweis: Uberlege zunichst, wie sich aus der gege-
benen ebenen Figur Og XpYpZp die Projektionsrichtung
der zu findenden Parallelprojektion ermitteln 1a8t. Es hilft
dabei, sich zunichst fiir einen Moment vorzustellen, man
hétte eine Wiirfelecke mit der gewiinschten Eigenschaft
bereits gefunden.

Bemerkung: Dieser Satz spielt eine wichtige Rol-
le in der Darstellenden Geometrie und verdient eine
etwas langere Erlduterung. Die Darstellende Geometrie
beschiftigt sich mit Verfahren zur Projektion dreidimen-
sionaler Objekte auf eine zweidimensionale Darstellungs-
ebene; sie ist wichtig bei der Darstellung architektonischer
und technischer Strukturen, in der Kartographie, der Ma-
lerei und der Computergraphik. Wir fragen zunéchst, wel-
che GesetzmiBigkeiten gelten, wenn Punkte einer dreidi-
mensionalen Szene mittels einer Parallelprojektion auf ei-
ne zweidimensionale Ebene abgebildet werden; dazu stel-
len wir uns das Drahtmodell eines Wiirfels vor und iiberle-
gen, wie das Schrigbild dieses Wiirfels unter einer solchen
Parallelprojektion aussieht.

Schrégbild eines Wiirfels unter einer Parallelprojektion.

Ansicht der zweidimensionalen Bildebene.

Lésungen zu »Affine Geometrie« siehe Seite 223
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A70: Projektive Geometrie

Aufgabe (70.1) Die Abbildung zeigt Eisenbahn-
gleise, die zum Horizont hin verlaufen. Die einzelnen
Gleisschwellen seien dabei gleich breit und in gleichen
Abstidnden verlegt. Wo ist die gestrichelte Linie einzu-
zeichnen, damit die Abbildung perspektivisch korrekt ist?

Aufgabe (70.2) Gegeben seien je vier Punkte A, B,
C,Dund A’, B’,C’, D’ einer projektiven Ebene; keine drei
der vier Punkte A, B,C, D seien kollinear. Dann gibt es
genau eine projektive Kollineation f : P — P’ mit f(4) =
A, f(B) =B, f(C)=C"und f(D) = D'. Zeige, wie man
fiir einen beliebigen Punkt P das Bild f(P) anhand der
folgenden Hilfspunkte bestimmen kann!

S := Schnittpunkt von AB und CD;
U := Schnittpunkt von AP und CD;
V := Schnittpunkt von AP und BC.

/ N

Konstruktion einer projektiven Kollineation.

Bemerkung: Die Konstruktion solcher Kollineatio-
nen wird in der Photogrammetrie ausgenutzt. Bei der Aus-
wertung von Luftbildaufnahmen tritt oft das Problem auf,
verschiedene Bilder von Teilen des gleichen (als flach an-
genommenen) Gelindes miteinander abzugleichen. Gibt
es im Uberlappungsbereich zweier Bilder (also demjeni-
gen Teil des Geldndes, der auf beiden Bildern zu sehen

ist) vier identifizierbare Punkte, so ermoglicht es die in
dieser Aufgabe behandelte Vorgehensweise, mittels einer
projektiven Abbildung eine (theoretisch perfekte) Korre-
spondenz zwischen allen auf beiden Aufnahmen erkennba-
ren Geldndepunkten herzustellen.

Flugzeug 1 Flugzeug 2

Auswertung von Luftbildaufnahmen.

Aufgabe (70.3) Sind vier kollineare Punkte A, B, C,
D auf einer gemeinsamen Geraden g gegeben, so schreiben
wir A < B < C < D, wenn die Punkte, der Geraden g
folgend, in dieser Reihenfolge durchlaufen werden kénnen.
Gib in den folgenden Féllen jeweils das Vorzeichen des
Doppelverhéltnisses DV(Py, Py, Ps, Py) an!

() AP PP

(b)) PA=P3 <P <P

(c) AXPsXPy =P,

(d) B3P P =P

() ZEXPXPy =X P

(f) s Py =P = P

Aufgabe (70.4) Gegeben seien vier kopunktale Ge-
raden g1, g2, g3, g4 mit dem gemeinsamen Schnittpunkt Z.
Wir legen irgendeine Gerade g transversal zu den Geraden
g; und bezeichnen fiir 1 <4 < 4 mit P; den Schnittpunkt
von g; mit g. Zeige, dafl das Doppelverhiltnis der Geraden
g; in sinnvoller Weise durch

DV(91:92793:94) = DV(P17P27P37P4)

definiert werden kann, und driicke dieses Doppelverhéiltnis
durch die Winkel a;; := Z(g;, g;) aus!

Z
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Aufgabe (70.5) Es seien Pi, Py, P3, Py paarweise
verschiedene Punkte in einem projektiven Raum P(V').
Beweise die folgende Veblen-Young-Bedingung: Besit-
zen die Geraden [Py, P;] und [P3, Py einen Schnittpunkt,
dann auch die Geraden [P, P3] und [P, Py].

Aufgabe (70.6) Zu einer linearen Abbildung f :
V. — W zwischen zwei K-Vektorrdumen wollen wir ei-
ne Abbildung P(f) : P(V) — P(W) definieren, und zwar
durch P(f)(K -v) := K - f(v).

(a) Zeige, daBl P(f) genau dann wohldefiniert ist,
wenn f injektiv ist. Zeige ferner, daBl im Fall der Injek-
tivitdt von f auch P(f) injektiv ist.

(b) Zeige, daB fiir zwei injektive lineare Abbildungen
fyg: V. — W genau dann P(f) = P(g) gilt, wenn es ein
Element ¢ # 0 in K gibt mit g =c- f.

(c) Gelten die Aussagen in (a) und (b) auch fiir se-
milineare Abbildungen?

Aufgabe (70.7) Es sei ¢ : P(V) — P(W) eine bi-
jektive Abbildung zwischen projektiven Réumen derart,
dafl sowohl ¢ als auch ¢! Geraden auf Geraden abbil-
det. Zeige, daB eine Teilmenge A C P(V) ein projektiver
Unterraum von P(V) ist, wenn ihr Bild ¢(A) ein projekti-
ver Unterraum von P(W) ist; ist dies der Fall, so stimmen
die (projektiven) Dimensionen von A und ¢(A) iiberein.

Aufgabe (70.8) Eine projektive Basis in einem
n-dimensionalen projektiven Raum P(W) ist eine Menge
von n+2 Punkten Py, Py, ..., P,, Pyy1 derart, daf} es eine
Vektorraumbasis (eq, €1, ... ,€,) von W gibt mit P; = [e;]
fir0<i:<mnund P,y1 =[e0+ -+ en]

(a) Zeige, dafB jeder projektive Raum eine projektive
Basis besitzt.

(b) Zeige, daB zwei Basen (eo, . .., e,) und (ep, ..., el,)
von W genau dann die gleiche projektive Basis induzieren,
wenn es ein Element A # 0 in K gibt mit e} = Ae; fiir
0<i<n.

(c) Zeige: Ist (Py, P1,..., Py, Poy1) eine projektive
Basis von P(W) und ist (Qo, @1, - - ., @n+1) projektiv un-
abhiingig in P(W’), so gibt es genau eine geradentreue
Abbildung ¢ : P(W) — P(W') mit p(P;) = Q; fiir alle i.

Aufgabe (70.9) Vervollstéindige allein mit Stift und
Lineal das folgende Bild zu einer perspektivisch korrek-
ten Wiedergabe eines mit quadratischen Platten glei-

cher Grofe gefliesten Fulbodens! (Das abgebildete Viereck
zeigt dann eine der Fliesen dieses Fufibodens.)
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Aufgabe (70.10) (a) Ein Fuboden sei mit gleichsei-
tigen Dreiecken gleicher Grofie gefliest; das eingezeichnete
Dreieck stelle eine dieser Fliesen dar. Ergénze die Zeich-

nung zu einer perspektivisch korrekten Darstellung des
Fufibodens!

(b) Wie kann man einen Fuflboden perspektivisch
korrekt darstellen, der mit regelméfligen Sechsecken glei-
cher Grofle gefliest ist?

Aufgabe (70.11) Ein (eindugiger) Maler will die
zy-Ebene (Urbildebene) so auf die zz-Ebene (Bildebe-
ne, “Leinwand”) abbilden, wie er sie vom Punkt A =
(0, —d, a) aus sieht (a = Aughohe, d = Distanz zur Lein-
wand).

Horizont

°
2
’

Yy

N

°p

7

(a) Auf welchen Bildpunkt @ = (u,v) wird ein gegebener
Originalpunkt P = (z,y) abgebildet?

(b) Welcher Originalpunkt P = (x,y) entspricht umge-
kehrt einem gegebenen Bildpunkt @ = (u,v)?

(c) Bestimme das Bild des Einheitskreises 22 + y? = 1!

(d) Bestimme das Bild der Normalparabel y = 2!

(e) Kann man a und d so wihlen, daff im Bild sowohl der
Einheitskreis als auch die Normalparabel kreisformig
erscheinen?

(f) In dem folgenden Diagramm sind fiir a = d = 2 die
Bilder der Koordinatenlinien fiir ganzzahlige Werte
von z bzw. y perspektivisch korrekt wiedergegeben.
Zeichne in dieses Diagramm die Bilder der Kurven
2?2 +1y% =1, y = 22 sowie 2% + 3% = 6 ein!
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Horizont

NN

Aufgabe (70.12) Bestimme fiir jede der folgenden
affinen Kurven den projektiven Abschluf}, d.h., bestimme
in allen Féllen die Punkte im Unendlichen, die die jeweilige
Kurve besitzt!

(a) y* =a?

(b) y? =a°

(©) v =¥ +a
(d) 2° +y° =y
(e) y'=a"+1

(f) 2 +¢y2=1

(g) 2 +y’ ==

() ¥ = o + 22
() y?=at+22+1
() v> =2 +ay
k) 22 +azy+x=0

Aufgabe (70.13) Zeichne fiir die projektive Kurve
Y2Z = X3 (Neilsche Parabel)

(a) eine affine Ansicht mit der Sichtebene Z = 1;

(b) eine affine Ansicht mit der Sichtebene X = 1;

(c) eine affine Ansicht mit der Sichtebene Y = 1;

(d) eine affine Ansicht mit der Sichtebene X +Y + 7 = 1;
(e) eine projektive Ansicht im Einheitskreismodell.

Gib fiir jede der affinen Ansichten an, welche Punkte der
Kurve jeweils im Unendlichen (beziiglich der gewihlten
affinen Ansicht) liegen.

Aufgabe (70.14) Der Newton-Knoten ist die pro-
jektive Kurve mit der Gleichung Y?2Z = X3 4 X?2Z, und
die Weierstraf3-Quartik ist die projektive Kurve mit der
Gleichung X* = Z*4-Y2Z2. Zeichne fiir jede dieser beiden
Kurven

(a) eine affine Ansicht mit der Sichtebene Z = 1;
(b) eine affine Ansicht mit der Sichtebene X = 1;
(c) eine affine Ansicht mit der Sichtebene ¥ = 1;
(d) eine affine Ansicht mit der Sichtebene X +Y +Z = 1.

Aufgabe (70.15) Zeige, dafl die Abbildung ¢ :
P1(R) — Py(R) mit

[to s t1] = [(to+t1)*(to—t1)? : 4t2(to—t1)? : 4t2(to+11)?]

wohldefiniert ist und eine Kurve in der reellen projektiven
Ebene parametrisiert. Wie sieht diese Kurve aus?

Aufgabe (70.16) Der Satz von Pappos lautet
in seiner projektiven Version folgendermafien: Es seien
A, B, C Punkte auf einer Geraden g sowie A, B’, ¢’ Punk-
te auf einer Geraden g’. Dann liegen die folgenden Punkte
auf einer Geraden (sind also kollinear):

A* := Schnittpunkt von BC’ und B'C,
B* Schnittpunkt von C' A’ und C’A,
C* := Schnittpunkt von AB’ und A’B.

In Satz (39.9) des Buches wurde die folgende (schwa-
che) affine Version des Satzes von Pappos bewiesen: Es
seien A, B, C' Punkte auf einer Geraden g sowie A’, B’,C’
Punkte auf einer Geraden ¢’. Gelten dann die Bedingun-
gen AB’ || A’B und BC' || B'C, so gilt auch AC" || A’C.
Fiihre die allgemeine Version des Satzes von Pappos auf
diesen Sonderfall zuriick!

Aufgabe (70.17) Der Satz von Desargues lautet
in seiner projektiven Version folgendermaflen: Es seien A,
A’, B, B’, C und C’ Punkte derart, dafl die Geraden AA’,
BB’ und CC’ durch einen Punkt verlaufen (kopunktal
sind). Dann liegen die folgenden Punkte auf einer Geraden
(sind also kollinear):

A* := Schnittpunkt von BC und B'C’,
B* := Schnittpunkt von CA und C’ 4’|
C* := Schnittpunkt von AB und A’B’.

In Satz (42.7) des Buches wurde die folgende (schwache)
affine Version des Satzes von Desargues bewiesen: Es seien
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A, A', B, B, C und C’ Punkte derart, daf} die Geraden
AA’, BB’ und CC' durch einen Punkt verlaufen (kopunk-
tal sind). Gelten dann die Bedingungen AB || A’B’ und
BC' || B'C’, so gilt auch AC || A’C’. Fiihre die allgemei-
ne Version des Satzes von Desargues auf diesen Sonderfall
zuriick!

Aufgabe (70.18) In projektiver Darstellung ist ein
Kegelschnitt eine Menge der Form

{[XO X Xg] € PQ(R) ‘ Z ainin}

0<i<j<2

mit Koeflizienten a;;, die nicht sdmtlich verschwinden.
Wir kénnen uns immer eine affine Darstellung eines Kegel-
schnitts vorstellen, zu der dann gegebenenfalls noch Punk-
te im Unendlichen ergénzt werden miissen. Unmittelbar
anhand der Definition von Kegelschnitten ist klar, daf} je
zwei Kegelschnitte durch eine Zentralprojektion auseinan-
der hervorgehen und damit projektiv d&quivalent sind. Den
folgenden Satz iiber Sechsecke (Hexagramme) auf Kegel-
schnitten bewies Blaise Pascal (1623-1662) als 16jahriger
(). Wegen seiner verbliiffenden Aussage wird das in ei-
ner Pascal-Konfiguration auftretende Sechseck als “hexa-
gramma mysticum” bezeichnet.

Satz von Pascal. Es seien A, C’, B, A’, C und
B’ sechs Punkte auf einem Kegelschnitt, die ein Sechseck
bilden. Dann liegen die Schnittpunkte gegeniiberliegender
Sechsecksseiten auf einer Geraden, also die Punkte

A* := Schnittpunkt von BC" und B'C,
B* := Schnittpunkt von AC’ und A’C,
C* := Schnittpunkt von AB’ und A’'B,

Beweise diesen Satz!
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Bemerkung 1: Der Satz von Pascal umfafit den fol-
genden Sonderfall: Sind einerseits BC’ und B’C parallel,
andererseits auch AC” und A’C, so sind auch AB’ und
‘A’B parallel. In diesem Fall liegen némlich A* und B* auf
der unendlich fernen Geraden, folglich liegt nach dem Satz
von Pascal auch C* auf der unendlich fernen Geraden.

Bemerkung 2: Der Satz von Pappos kann als Aus-
artungsfall des Satzes von Pascal interpretiert werden,
némlich als der Grenzfall, in dem der betrachtete Kegel-
schnitt zu einem Geradenpaar entartet.

Aufgabe (70.19) Das Doppelverhéltnis vierer Punk-
te z1, 22,23, 24 € Coo = CU {00} ist definiert durch
Z3—Z1 R4—2Z%2

DV(21,2’272’3724) = . =
R3—R2 k42X

Z3—RZ1 R4—Z%2

zZ4—Z1 23—22.

In den Fillen 21 = 00, 29 = 00, 23 = 00 bzw. z4 = o0 ist
dies zu interpretieren als

Z4TR2 Z3TRZL Z4—R2 Z3— %21

bzw

2’3—22’ 24—21’ 24— 2 23—22'

Zeige, dal DV (z1, 22, 23, 24) genau dann reell ist, wenn die-
se vier Punkte auf einem Kreis liegen. Zeige, dafl diese
Aussage genau die Aussage des elementargeometrischen
Satzes wiedergibt, dafl zwei Peripheriewinkel iiber einem
Kreisbogen stets gleich sind oder sich zu 7 ergénzen!

Bemerkung: Die Aussage dieser Aufgabe erlaubt es,
nicht nur vom Doppelverhéltnis vierer Punkte auf einer
Geraden, sondern auch vierer Punkte auf einem Kreis zu
sprechen.

Aufgabe (70.20) Ein Satz der projektiven Geome-
trie sei gegeben. Der dazu duale Satz entsteht aus diesem
durch jeweiligen Austausch der folgenden Begriffe:
“Punkt“ und “Gerade”,

“liegt auf” und “geht durch”,
“Gerade durch” und “Schnittpunkt von”,
“kollinear” und “kopunktal”.

Beweise das folgende Dualitdtsprinzip: Ist ein Satz der
projektiven Geometrie wahr, so ist der dazu duale Satz
automatisch auch wahr. (Jeder Beweis eines projektiven
Satzes liefert also automatisch einen weiteren Satz mit.)

Aufgabe (70.21) Formuliere denjenigen Satz der
projektiven Geometrie, der dual ist zum

(a) Satz von Pappos,

(b) Satz von Desargues,

(c) Satz von Pascal.

Aufgabe (70.22) Wir betrachten einen beliebigen
Kegelschnitt K und wihlen einen Punkt N auf K. Zu
zwei Punkten A, B € K definieren wir einen dritten Punkt
A ® B € K wie folgt: Wir betrachten die Gerade durch
A und B (bzw. im Fall B = A die Tangente an K durch
A), verschieben diese parallel durch N und bezeichnen den
zweiten Schnittpunkt dieser Parallelen mit K als A @ B.
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Arithmetik auf einem Kegelschnitt (hier einer Ellipse).

Zeige, daB die dadurch definierte Verkniipfung (A, B) +—

A @ B die folgenden Eigenschaften hat:

(a) B&® A=A B fiir alle A, B € K;

(b) N® A= Afiir alle A € K;

(c) zu jedem Punkt A € K existiert ein Punkt A* € K
mit Ad A* = N,

(d) AeB)eC=A® (Ba () fir alle A,B,C € K.

Diese Eigenschaften besagen gerade, daf (K, @) eine abel-

sche Gruppe ist. (Wir kénnen also Arithmetik auf Ke-

gelschnitten betreiben.)

Aufgabe (70.23) Bei der Definition der Addition
auf einem Kegelschnitt in der vorigen Aufgabe wurde als
Neutralelement vollig willkiirlich irgendein Punkt N des
Kegelschnitts gewiihlt. In dieser Aufgabe soll gezeigt wer-
den, daf trotz dieser Willkiir die zugehorige Gruppe bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Genauer: Auf ei-
nem Kegelschnitt K wihlen wir zwei beliebige Punkte Ny
und N2 und bezeichnen mit @7 und @2 die zugehorigen
Additionsoperationen auf K wie in der vorigen Aufgabe
eingefiihrt. Wir definieren die Abbildung ¢ : K — K wie
folgt: Wir verschieben die Gerade N; Ny parallel durch A
und bezeichnen mit p(A) den zweiten Schnittpunkt dieser
Parallelen mit A. Dann definiert ¢ einen Gruppenisomor-
phismus (K, ®1) — (K, ®2).

1

1
1
1

Ay
)
]
]
]
I}
/

Gruppenisomorphismus ¢ : (K, ®1) — (K, ®2).

Aufgabe (70.24) Wie sieht die Gruppenoperation
auf der Parabel y = 2% aus, wenn wir als Neutralelement
den Punkt N = (0,0) wihlen?

Aufgabe (70.25) Wie sieht die Gruppenoperation
auf der Hyperbel y = 1/x aus, wenn wir als Neutralele-
ment den Punkt N = (1,1) wéhlen?

Aufgabe (70.26) Wie sieht die Gruppenoperation
auf der Parabel y = 22 aus, wenn wir als Neutralelement
einen beliebigen Parabelpunkt N = (e, e2) wihlen?
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Aufgabe (73.14) Berechne die folgenden Grenzwer-

te!
241
(a) lim v+l
n—oo n
(b) lim vn2+n+2+3n

() lim (Vn+1-+vn)
(@) lim (\/n+va—\/n—va)

n—oo

Aufgabe (73.15) Fiir gegebene reelle Zahlenfolgen
(an) und (b,) betrachten wir die neue Folge (c,) mit
Cn = an + by,. Beweise oder widerlege (anhand eines Ge-
genbeispiels) die folgenden Aussagen.

(a) Sind (ay,) und (b,) konvergent, dann ist auch (c,)
konvergent.

(b) Ist (a,) konvergent und (b,) divergent, so ist (¢,)
konvergent.

(c) Ist (an) konvergent und (b,) divergent, so ist (c,)
divergent.

(d) Sind (ay) und (b,) divergent, so ist auch (¢, ) diver-
gent.

(e) Sind (ay,) und (b,) divergent, so ist (c,) konvergent.

Aufgabe (73.16) Wie Aufgabe (73.15), aber mit

Cp = Qpby,.

Aufgabe (73.17) Fiir gegebene reelle Zahlenfolgen
(an) und (b,) mit b, # 0 fir alle n betrachten wir die
neue Folge (¢,) mit ¢, := a,/b,. Beweise oder widerlege
(anhand eines Gegenbeispiels) die folgenden Aussagen.
(a) Sind (ay,) und (b,) konvergent, dann ist auch (c,)

konvergent.

(b) Ist (an) konvergent und (b,) divergent, so ist (c,)
konvergent.

(c) Ist (a,) konvergent und (b,) divergent, so ist (c,)
divergent.

(d) Sind (a,) und (by,) divergent, so ist auch (c,) diver-
gent.

(e) Sind (ay) und (b,) divergent, so ist (c,) konvergent.

Aufgabe (73.18) Die Folge (a,,) werde rekursiv defi-
niert durch den Startwert a; := 1/4 und die Berechnungs-
vorschrift a,+1 := a2 + (1/4).

(a) Berechne die Folgenglieder ag, a3 und a4.

(b) Zeige, daf die Folge monoton wichst.

(c) Zeige mit vollstéandiger Induktion, dafl a, < 1/2
fiir alle n € N gilt.

(d) SchlieBe, dafl die Folge konvergiert, und bestimme
ihren Grenzwert.

Aufgabe (73.19) Die Folge (a,,) werde rekursiv de-
finiert durch den Startwert a; := 2 und die Berechnungs-
vorschrift an,41 := (2a, +1)/3.

(a) Berechne die Folgenglieder ag, a3 und a4.

(b) Zeige mit vollstéindiger Induktion, dafl die Folge
monoton fillt und nach unten durch 1 beschriankt ist.

(¢) Folgere daraus die Konvergenz der Folge und be-
stimme ihren Grenzwert.

Aufgabe (73.20) Um diese Aufgabe bequem for-
mulieren zu kénnen, verwenden wir Quantoren, schreiben
also V statt “fiir alle” oder “zu jedem” sowie 3 statt “es
existiert” oder “es gibt”. Gegeben seien eine Zahlenfolge
(an) und eine Zahl a. Erklire genau, was die folgenden
Aussagen bedeuten!

(1) Ve>03INeNVR>N : |a, —a| <e

(2) Ve >03INeN3In>N : |a, —a|<e
(3) Ve >0VNeNVR>N : |a, —a|<e
(4) Ve>0VNeN3In>N : |a, —a|] <e
(5) Ie>03INeNVR>N : |a, —a| <e
(6) e >03INeNIn>N : |a, —al <e
(7) e >0VNeNVR >N : |a, —al <e
(8) Ie>0VYNeN3In>N :a, —a|l<e
(9) INeNVe>0Vn>N : |a, —al <e
(10) INeNVe>03In> N : |a, —al <e
(11) YNeNVe >0Vn >N : |a, —a| <e
(12) VNeNVe>03In>N : |a, —al <e
(13) 3INeNJe>0Vn>N : |a, —a| <¢
(14) INeNJe>03In>N : |a, —al <e
(15) VNeNJe>0Vn>N : |a, —al <e
(16) VYNeNJe>03In>N : |a, —al <e

Aufgabe (73.21) Bei Studienanfingern hért man
gelegentlich die Vorstellung, die Konvergenz einer Folge
(an) gegen einen Grenzwert a bedeute, daf sich die Fol-
genglieder mehr und mehr an die Zahl ¢ annidhern, ohne
diese je zu erreichen. Um diese Vorstellung zu préazisieren,
nennen wir eine Folge (a,) pseudo-konvergent gegen
den Pseudo-Grenzwert a, wenn 0 < |an+1—a| < |an,—al
fir alle n € N gilt. Untersuche den Wahrheitsgehalt der
folgenden Aussagen!

(a) Ist eine Folge konvergent gegen a, so ist sie auch

pseudo-konvergent gegen a.

(b) Ist eine Folge pseudo-konvergent gegen a, so ist sie

auch konvergent gegen a.

(c) Eine Folge kann nicht gegen zwei verschiedene Pseudo-

Grenzwerte gleichzeitig pseudo-konvergieren.

(d) Jede pseudo-konvergente Folge ist konvergent.

(e) Jede pseudo-konvergente Folge ist beschrinkt.

(f) Jede monotone pseudo-konvergente Folge ist konver-
gent.

(g) Jede beschrinkte und streng monotone Folge ist
pseudo-konvergent.

(h) Jede beschrinkte Folge besitzt eine pseudo-konvergente

Teilfolge.

(i) Jede Teilfolge einer pseudo-konvergenten Folge ist
wieder pseudo-konvergent.

(j) Ist (an) pseudo-konvergent, dann auch (|a,|).

(k) Ist (an) pseudo-konvergent gegen Null, dann auch

(lanl):

(1) Sind (ay) und (b,) pseudo-konvergent, so ist auch

(an + by) pseudo-konvergent.
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Aufgabe (73.22) Die Folge (ay,) sei definiert durch

an :\/1+\/1+\/1+---+\f1

mit n ineinandergeschachtelten Wurzeln. Zeige, dafl die
Folge (a,,) konvergiert, und bestimme ihren Grenzwert a!

Aufgabe (73.23) Die Folge (b,,) sei definiert durch

bn:z\/l+\/2+m

mit n ineinandergeschachtelten Wurzeln.
(a) Zeige, daf die Folge (b,) monoton wiichst und
nach oben beschrinkt ist, also einen Grenzwert b besitzt.
(b) Zeige, daB mit dem Grenzwert a aus Aufgabe
(73.22) fiir alle n € N die folgende Abschiitzung gilt:

b, < b < \/1—|—\/2+

(n— 1)—|—a\/_

nt (1) + I r 2+ o
und beweise die Abschitzung ¢, < /n - a.
(c) Bestimme b auf drei Nachkommastellen genau!

Hinweis: Setze ¢, :=

Aufgabe (73.24) Fiir eine gegebene Zahl a > 0 sei

Ty = \/a+---+ a++/a++a

(mit n ineinandergeschachtelten Quadratwurzeln). Disku-
tiere das Konvergenzverhalten der Folge (z,,) in Abhéngig-
keit von a!

Aufgabe (73.25) Fiir eine gegebene Zahl a > 0 sei

(mit n ineinandergeschachtelten Quadratwurzeln). Disku-
tiere das Konvergenzverhalten der Folge (z,,) in Abhéngig-
keit von a!

Aufgabe (73.26) Es sei a > 0 eine beliebige positive
Zahl. Wir wahlen einen beliebigen Startwert zg > 0 und
betrachten dann die Folge (), die definiert wird durch
die Rekursionsformel

1 a
Tpil = 5 $n+$— .
n

Beweise die folgenden Aussagen!

(a) Es gilt x,+1 > /a fiir alle n > 0.

(b) Es gilt xp41 < @, fiir alle n > 1.

(c) Die Folge (z,) konvergiert.

(d) Der Grenzwert der Folge (z,,) ist \/a.

( V| < ﬂ.
(

e) Es gilt die Abschitzung |zp4+1 — )
Tn

f) Das n-te Folgenglied ist explizit gegeben durch

= Va- (xo++/@)*" + (z0—v/a)*"
SV G VAl (o)

Bemerkung: Die in dieser Aufgabe angegebene Methode
zur Berechnung von Quadratwurzeln wird als Babyloni-
sches Wurzelziehen bezeichnet. Die Abschétzung in (e)
bezeichnet man als a-posteriori-Abschétzung; sie erlaubt
es, den Abstand eines Folgengliedes vom Grenzwert durch
den entsprechenden Abstand des vorhergehenden Folgen-
gliedes abzuschétzen.

Aufgabe (73.27) Ist a > 0, so bedeutet das Losen
der Gleichung z? = a geometrisch, ein Quadrat mit der
Kantenliinge = := +/a zu konstruieren. Um ein solches
Quadrat zu finden, bildet man eine Folge von Recht-
ecken, deren Seitenldngen x, und y, jeweils die Bedin-
gung x, - y, = a erfiillen und die so gew#hlt werden, dafl
die Werte x,, und y,, immer niher zusammenriicken, was
man dadurch erreicht, dal x,,+1 gerade als arithmetisches
Mittel von z, und y, gewahlt wird; wir definieren also
(beginnend beispielsweise mit zp := a und yo := 1) die
Seitenléngen x,, und y, rekursiv durch

Tpt1 = ——— und yYp41 = =

Zeige, dafl diese Methode genau das Babylonische Wur-
zelziehen zur Berechnung von /a liefert! Benutze dieses
Verfahren, um V5 auf drei Nachkommastellen genau zu
bestimmen.

A

Y3
y2

Y1

>

X3 X2 X1

Geometrische Deutung des Babylonischen Wurzelziehens.
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Aufgaben: Rechnen mit Grenzwerten

A75: Reihen

Aufgabe (75.1) Wir betrachten das Quadrat mit den
Ecken A := (0,0), B :=(1,0), C :=(1,1) und D := (0, 1)
und fiihren die folgenden Konstruktionen durch.

(a) Wir setzen Py := (1,1/2) und Qo := (1,1) und
definieren dann jeweils Py als den Schnittpunkt der Ge-
raden AQy_1 mit der Geraden y = 1/2 sowie @, als den
Punkt senkrecht oberhalb von P, auf dem oberen Rand
des Quadrates.

Q ;Q Q Qo

(b) Wir setzen Py := (1,0) und Qg := (1, 1) und defi-
nieren dann jeweils Py als den Schnittpunkt der Geraden
AQk—1 mit der Geraden y = 1 —z sowie @y als den Punkt
senkrecht oberhalb von P, auf dem oberen Quadratrand.

Q Qo

Py
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Féllen wir in (a) bzw. (b) von jedem der Punkte Pj
aus das Lot auf die Gerade AB (also auf die untere Kante
des Quadrates), so erhalten wir eine Folge von Trapez-
flachen. Zeige, daf die Summe dieser Trapezflichen einem
endlichen Wert zustrebt, wihrend die Summe der Lingen
Qr—1Pr + PrQp gegen Unendlich geht. (Wir erhalten so-
zusagen ein Gebiet endlichen Fliécheninhalts mit unendli-
chem Umfang bzw. ein Grundstiick endlicher Fliche, das
von einem Zaun unendlicher Linge begrenzt wird.)

Aufgabe (75.2) Von einem Ursprungspunkt O aus
werden Strahlen abgetragen, jeweils um einen vorgegebe-
nen Winkel ¢ auseinanderliegend. Auf dem Anfangsstrahl
wéhlt man den Punkt Py im Abstand a vom Ursprungs-
punkt. Von P aus fille man das Lot auf den néchsten
Strahl und bezeichne den Fuflpunkt mit P;. Fahrt man so
fort, so bilden die Strecken Py Py, Py P>, P> P, . .. einen Po-
lygonzug, der sich spiralig um den Ursprungspunkt O zu-
sammenzieht. Welche Linge hat dieser Polygonzug? Was
ergibt sich speziell fiir ¢ = 30° wie in der Zeichnung?

Aufgabe (75.3) Eine Ansammlung n gleichartiger
homogener Platten der Lénge ¢ ist so zu stapeln, dafl die
oberste Platte moglichst weit {iber die unterste Platte hin-
ausragt. Welcher maximale Uberhang kann erzielt wer-
den? Was geschieht fiir n — oo?

Hinweis: Man beginne gedanklich mit der obersten
Platte und nehme die unteren Platten schrittweise hinzu.
Beim Hinzufiigen einer Platte wird der Uberhang maxi-
mal, wenn die Kante der neuen Platte genau unter dem
Schwerpunkt der {iber ihr befindlichen Platten liegt; es
herrscht dann gerade noch Gleichgewicht.

Aufgabe (75.4) Achill kann mit der Geschwindig-
keit v laufen, eine Schildkrote dagegen nur mit der klei-
neren Geschwindigkeit v < v. Dennoch kann laut der fol-
genden Argumentation des Philosophen Zenon von Elea
(etwa 490-430 v. Chr.) Achill die Schildkréte nie einholen,
wenn man ihr einen (noch so kleinen) Vorsprung a > 0
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einrdumt: Achill braucht zunéchst eine Zeit ¢, bis er den
Punkt erreicht, zu dem sich die Schildkrote anfangs be-
fand; widhrend der Zeitspanne ¢; hat sich diese aber wei-
terbewegt. Also braucht Achill eine endliche Zeitspanne
to, um den Punkt zu erreichen, an dem sich die Schild-
krote zur Zeit t; befand. Wihrend dieser Zeitdauer ¢o hat
sich die Schildkrote aber wieder weiterbewegt, hat also
auch nach der Zeitdauer t; + t2 noch einen Vorsprung vor
Achill. Dieses Argument kann man immer weiterfiithren,
was nach Zenon zeigt, daf§ Achill die Schildkréte niemals
erreicht. Was ist an Zenons Argumentation falsch, und
nach welcher Zeitdauer erreicht Achill die Schildkrote?

Aufgabe (75.5) Es sei (a1,a2,as,a4,...) eine Fol-
ge komplexer Zahlen. Zeige, dafl die folgenden Aussagen
dquivalent sind!

(1) Die Reihe Y_.° | a, konvergiert.
(2) Fiir jede Zahlng € N konvergiert die Rethe Y77 “a,,.
(3) Es gibt eine Zahl ny € N derart, daB die Reihe

Znoozml a, konvergiert.

Aufgabe (75.6) Beweise die Divergenz der harmo-
nischen Reihe Y7 | 1/n mit einem Widerspruchsbeweis!

Aufgabe (75.7) Berechne die Werte der folgenden
konvergenten Reihen!

n=0

m Y @Yo
n=1 n=3

Aufgabe (75.8) Berechne den Wert der Reihe

oo (o]

3 1 -3 ! Lttt
4n2—1 4~ (2n—-1)(2n+1) 1.3 3.5 5.7

n=1 n=1

Aufgabe (75.9) Berechne den Wert der Reihe

> 1 1 1
;n(n+1)(n+2) 12323473257

Hinweis: Das n-te Glied der Reihe 1483t sich schreiben als

1 _ 112
nn+1)(n+2) 2 \n n+l n+2/)’

Aufgabe (75.10) Fiir welche komplexen Zahlen z
konvergieren die folgenden Reihen?

> 1 > n =
@ o Ol Ol

Aufgabe (75.11) Es sei z eine komplexe Zahl mit
|z| > 1. Benutze die Identitit

on on 2n+1
2T E1 0 21 2
o on
zur Berechnung des Wertes der Reihe Y;) T

Aufgabe (75.12) Fiir welche Werte z € C konver-
giert die folgende Reihe? Welches ist im Konvergenzfall
der Wert der Reihe?

i iz—34+2i\"
2z +1

n=0

Aufgabe (75.13) Es sei (a,) eine Folge komplexer
Zahlen. Wir definieren eine neue Folge (b,,) durch b, :=
Q2n—1 + ao,. Beweise oder widerlege jede der folgenden
Aussagen! (Wir schreiben kurz ) statt > ;)

(a) Konvergiert > a,, dann auch Y b,.
(b) Konvergiert Y by, dann auch > a,.
(c) Konvergiert Y a, absolut, dann auch 3 b,.
(d) Konvergiert b, absolut, dann auch >_ ay,.

Aufgabe (75.14) Es sei (a,) eine Folge komplexer
Zahlen. Wir definieren eine neue Folge (b,,) durch by := a,
und b, = a, — a,_1 fiir n > 2. Beweise oder widerlege
jede der folgenden Aussagen! (Wir schreiben kurz > statt
S,

(a) Konvergiert (ay,), so konvergiert > by,.

(b) Konvergiert (a,), so konvergiert > b,, absolut.

(c) Konvergiert Y ay,, dann auch »_ by,.
(d) Konvergiert  a,, so konvergiert »  b,, absolut.

(e) Konvergiert Y a, absolut, dann auch 3 b,.

Aufgaben (75.15) Es seien a = (a1, az, as, ...) und
b = (b1,b2,bs,...) Folgen komplexer Zahlen. Beweise die
folgenden Aussagen! (Wir schreiben kurz ) statt >~ ;.)
(a) Konvergieren die Reihen " |a,,|? und 3 |b, |2, so kon-
vergiert auch 3 |anby,| und Y |ay, + by |2
(b) Konvergiert 3" |a,|? und ist A € C, so konvergiert
auch Y |Aa,|?.
Folgere, dafl die Menge ¢2 aller Folgen (a1, az,as, ...) mit
>0 1 |an|* < oo ein Vektorraum ist und daf durch

{a,b)y = Z Anbn

n=1

ein Skalarprodukt auf ¢2 definiert ist.

Aufgabe (75.16) Es sei (a,,) eine Folge reeller Zah-
len. Zeige: Konvergiert die Reihe > | a2, so konvergiert

auch die Reihe Z a—”.
n

n=1
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A77: Wurzeln, Potenzen, Logarithmen

Aufgabe (77.1) (a) Beweise die Gleichungen

\V/5+V24 = V3+12.

(b) Finde rationale Zahlen a, b, ¢, d mit /4 + 2/3 =
a+bv3 und V7 + 43 = c+ dvV3.

Aufgabe (77.2) Lose die folgenden Gleichungen!

(a) z+2yzx =3 (d)3vx+22+1=0
(b) z+xv2=3 (e) Ve +x=2
(c)2+3yz =z () z+2=3yz

Aufgabe (77.3) Lose die folgenden Wurzelgleichun-
en!

’ (a) 22 + 222 + 11 =2

(b) Ve +2+224+7=4

(¢) Vatz+Va—x=x

(d) VI—aZ+ Vi —a—b
(
(

e) Vr—9++vVr—4=+x—7+ 26
f) V2+z—a22+8r—22-15=7

Aufgabe (77.4) Lose die folgenden Wurzelgleichun-
gen!

(a) VI +4 _ VT —4
ViHl+2v6+1 Va+l-2vV6+1
3
(b)\/x—4—\/x—T4: r—1

© Varva-yfa—vai=3 [
(@) VaT7 -/ = vaats

Aufgabe (77.5) Bestimme fiir jede der folgenden
Ungleichungen die Losungsmenge!

(a) \/3—x—\/x+1>%
(b) Vz+2 —Va+1 >z

O
Site Via-

Aufgabe (77.6) Finde alle Zahlen z,y € Ny mit

1-V3+VE Va4
1+v2-v3 2

Aufgabe (77.7) Bestimme den maximalen Definiti-
onsbereich D C R der Funktion

flz) = \/m+2\/m+\/x—2\/ﬂcj,

vereinfache den angegebenen Ausdruck fiir f(z) und skiz-
ziere dann den Verlauf der Funktion f!

Aufgabe (77.8) Beweise die folgende Gleichung!

\/11+2\/@+\/16—2\/@+ 21/55 — 10v/29
= Vb6 +

(D. Shanks, Incredible Identities, Fibonacci Quarterly 12,
1974, S. 271/280.)

22 +2v/5

Aufgabe (77.9) Wir haben

V241 = 142,

V241)2 = 3+2V2,
V241 = T+5V2,
V241)F = 17+12V2

und allgemein (\/5 + )" = a, + bn,/2 mit natiirlichen
Zahlen a, und b,. Zeige, daf} in jedem Fall a,, diejenige
ganze Zahl ist, die am dichtesten bei b,,v/2 liegt.

Aufgabe (77.10) Skizziere in jedem der folgenden
Fille die Teilmenge von R?, auf der beide Seiten der an-
gegebenen Gleichung {iberhaupt definiert sind, und dann
die Menge derjenigen Punkte (z,y) € R?, die die angege-
bene Gleichung erfiillen.

Aufgabe (77.11) Eine Heeresformation habe die
Form eines Quadrats der Kantenldnge ¢ = 1 km und be-
wege sich mit konstanter Geschwindigkeit vorwérts. Ein
Kurier zu Pferd reitet, am hinteren Ende des Heeres be-
ginnend, einmal um die Formation herum, und zwar im-
mer exakt am Rand der Formation entlang. Er erreicht
seinen Ausgangspunkt genau in dem Moment wieder, als
die Heeresformation exakt einen Kilometer zuriickgelegt
hat. Welche Strecke hat der Kurier dann zuriickgelegt?

Aufgabe (77.12) Wir betrachten einen geradlinig
und mit konstanter Geschwindigkeit u stromenden Fluf3
sowie zwei Schwimmer A und B, die beide mit der Ge-
schwindigkeit v > u relativ zum Wasser schwimmen. Bei-
de schwimmen die gleiche Strecke s hin und zuriick (legen
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Aufgaben: Elementare Funktionen

also insgesamt die Strecke 2s zuriick), wobei A parallel
zur Fliefirichtung schwimmt (also einmal stromaufwiirts,
einmal stromabwiirts), dagegen B senkrecht zur Fliefirich-
tung (also quer durch den Fluf}). Welche Zeiten ¢4 und tp
bendtigen die beiden Schwimmer? Welche dieser beiden
Zeiten ist kiirzer?

Aufgabe (77.13) Lose die folgenden Gleichungen!

(a) Y (z+7)2 - Vo+7=6
(b) V2x+1— Vz—-5=1

Aufgabe (77.14) Beweise die folgenden Gleichun-
gen!

(a) (‘/10+\/ﬁ+ i/m—@ =2
(b) \3/2+\/5+ \*/2—«/5 =1

() j1+§\/§+§/1§\/§ _

Hinweis: Bezeichne jeweils die linke Seite der Gleichung
mit = und leite eine Polynomgleichung her, die von z
erfillt wird.

Aufgabe (77.15) Finde ein Polynom mit ganzzahli-
gen Koeffizienten, das v/5/3 + v/3/5 als Nullstelle hat.

Aufgabe (77.16) Finde fiir jede der folgenden Zah-
len  ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, das z
als Nullstelle hat!

(a) z=v2+V3
(b) z=v2+V3

Aufgabe (77.17) Vereinfache die folgenden Aus-
driicke!

47 . 42$
(a) 45/2 - 923z
(b) a1/2 N a1/2 +a2/3
a2/3 al/3 _|_a3/2

(c) V12 + V9o + V271

YVall 1 VB - VT~ T
V1ja+ /1ja—1/a— ¥1/a
Aufgabe (77.18) Benutze das Babylonische Wurzel-

ziehen, um die dritte Wurzel aus 5 auf drei Nachkomma-
stellen genau zu berechnen.

(d)
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Aufgabe (77.19) In der wohltemperierten Stim-
mung wird eine Oktave so in zwolf Halbtonschritte unter-
teilt, da das Verhéltnis der Frequenz eines Tons zur Fre-
quenz des einen Halbtonschritt darunter liegenden Tons
stets den gleichen Wert ¢ hat. Dabei hat der Ton, der ei-
ne Oktave iiber dem Grundton liegt, eine doppelt so hohe
Frequenz wie der Grundton. Bestimme ¢ und ermittle den
numerischen Wert von ¢ auf drei Nachkommastellen ge-
nau!

Aufgabe (77.20) Zeige: Fiir alle natiirlichen Zahlen
m > n gilt
Yn < V3.

Aufgabe (77.21) Bestimme die folgenden Grenz-
werte!

(b) lim %/n

(¢) lim Vn+1

(d) lim V2n

(e) lim *V4nd

(f) lim v3n2+2n+1
(g) lim ¢/ {/n

(h) lim "\ "/n+3

Aufgabe (77.22) Es sei a € R eine beliebige reelle
Zahl. Bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihe

o0 n

z

ne
n=1

und untersuche, an welchen Punkten auf dem Rand des
Konvergenzkreises noch Konvergenz vorliegt.

Aufgabe (77.23) Berechne die folgenden Logarith-
men!

log, 64 log, 64 log, 8
log; 81 log, (1/5) log,5(2v2)

log,(1/8)
log; o0 10

log, 2
log; g 100

Aufgabe (77.24) Vereinfache die folgenden Aus-
driicke!

logy (17)
logy, ()

logy, (be)
log,, (b3*)

log, (32%) — log, (3z/2)
log,, (2z)

Aufgabe (77.25) Zeige, dafl fiir alle a,b > 0 mit
a,b # 1 die folgenden Gleichungen gelten!
log, a +log(y pya = 0 log, b-logya = 1

Fiir welche a,b > 0 gilt a® = 1?
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Aufgabe (77.26) Lose die folgenden Gleichungen
nach z auf!
a)9-12V% = 6°
b) (a/b)" = (b/a)°
c) (2/3)* +(3/2)* =13/6
d) a® +CLI+1 +az+2 — U,G

Aufgabe (77.27) Finde jeweils reelle Zahlen a, b > 0
mit den angegebenen Eigenschaften oder beweise, daf§ es
solche Zahlen nicht geben kann!

(a) a rational, b rational, a® rational

(b) a rational, b rational, a® irrational
(c) a rational, b irrational, a® rational
(d) a rational, b irrational, a® irrational
(e) a irrational, b rational, a® rational
(f) a irrational, b rational, a® irrational
(g) a irrational, b irrational, a’ rational
(h) @ irrational, b irrational, a® irrational

Aufgabe (77.28) Es sei I := (0,00). Wir wollen
moglichst genau bestimmen, welche reelle Zahlen z,y € I
die Gleichung

(*) =y

erfiillen. Dabei heiit eine Losung von (x) trivial, wenn
x = y gilt, andernfalls nichttrivial.

(a) Zeige, dafl (z,y) genau dann eine nichttriviale Losung
von (x) ist, wenn es eine Zahl ¢ > 0 mit ¢t # 1 gibt
mit z = Y09 und y = ta = /¢, - Hin-
weis: Setze ¢ := y/z. (In geometrischer Formulie-
rung fragen wir also, welche Elemente der Menge
{(z,y) € I? | 2¥ = y®} auf der Ursprungsgeraden
y =tz mit der Steigung ¢ liegen.)

(b) Zeige, daB (x,y) € I? genau dann eine nichttriviale
Losung von (x) ist, wenn es eine Zahl u € (—oo, —1)U
(0,00) gibt mit

1 u 1 u+1
x_<1+_) , y_(H_) .
u u

Hinweis: Benutze die Darstellung aus Teil (a) und
substituiere ¢t = 1 + (1/u).

(c) Finde alle rationalen Losungen von (x).

(d) Finde alle ganzzahligen Lésungen von (x).

Aufgabe (77.29) Wir betrachten fiir x,y,z > 0 die
Gleichung
(a¥)? = 2.

(a) Charakterisiere alle Losungen (z,y,z) dieser Glei-
chung!

(b) Finde alle rationalen Losungen (z,y,z) € Q3 dieser
Gleichung!

(c) Finde alle ganzzahligen Losungen (z,y, z) € N? die-
ser Gleichung!

Aufgabe (77.30) Es seien (a,) und (b,) Folgen
nichtnegativer reeller Zahlen mit a, — a und b, — b.
Zeige: Ist (a,b) # (0,0), so gilt ab» — a®. Zeige ferner,
dafl diese Aussage fiir (a,b) = (0,0) nicht mehr gilt.

Aufgabe (77.31) Es sei (ay,) eine beliebige Folge von
Null verschiedener komplexer Zahlen. Beweise die Unglei-
chung
Ap41

an

limsup {/|an| < limsup

n—oo n—oo

Bemerkung: Diese Aufgabe zeigt, dafl immer dann,
wenn das Quotientenkriterium als Konvergenzkriterium
fiir Reihen greift, das Wurzelkriterium ebenfalls greift
(und damit also das stérkere Kriterium ist); vgl. Aufgabe

(76.15).

Aufgabe (77.32) Fiir welche Startwerte o > 0 kon-
vergiert die durch die Rekursionsformel z,, 41 := z¥" defi-
nierte Folge reeller Zahlen? Welches ist im Konvergenzfall
der Grenzwert der Folge?

Aufgabe (77.33) Es sei a > 0 eine fest vorgegebene
Zahl. Fiir welche Startwerte z¢ > 0 konvergiert die durch
die Rekursionsformel z,; := z? definierte Folge reeller
Zahlen? Welches ist im Konvergenzfall der Grenzwert der
Folge?

Aufgabe (77.34) Fiir welche Zahlen a > 0 existiert

((((aa)a)a)a) ?

Aufgabe (77.35) Es sei a > 0 eine fest vorgegebene
Zahl. Fiir welche Startwerte xy > 0 konvergiert die durch
die Rekursionsformel x,41 := a®* definierte Folge reeller
Zahlen? Welches ist im Konvergenzfall der Grenzwert der
Folge?

Aufgabe (77.36) Fiir welche Zahlen a > 0 existiert

(a)
a ?

Warnung! Die beiden letzten Aufgaben sind zwar
mit den in der Vorlesung eingefiihrten Begriffen formu-
lierbar, aber (vermutlich) mit den bisher behandelten Me-
thoden nicht vollstdndig l6sbar. Versuche, die Aufgaben
zumindest teilweise zu losen; sobald uns der Ableitungs-
begriff zur Verfiigung steht, werden wir noch einmal auf
diese beiden Aufgaben zuriickkommen.
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Aufgaben: Topologische Strukturen

Aufgabe (85.33) Zeige auf zwei Arten, daf$§ in einem
Hausdorff-Raum alle einpunktigen Mengen abgeschlossen
sind: einmal mit Umgebungen, einmal mit Netzen.

Aufgabe (85.34) Zeige, daB fiir einen topologischen
Raum X die folgenden Bedingungen dquivalent sind!

(1) Zu je zwei Punkten x # y in X gibt es Umgebungen
Uvonzund V vony mit z ¢ V und y ¢ U.
(2) Jede einpunktige Menge {x} ist abgeschlossen in X.

Aufgabe (85.35) Wir betrachten ein Intervall [a, b] C
R und die Menge aller Paare (P, Z) der folgenden Art:

e P = {x9,x1,%2,...,2n} mit n € Nund a = 29 <
T < X2 < -+ < Ty, d.h., P ist eine Partition
des Intervalls [a, ] (als deren Feinheit wir die Zahl
|P| := maxy<g<n(zr — zk—1) bezeichnen);

o Z={&,&, .., &} mit zp g <& <y fir 1 <k <
n, d.h., die Menge Z besteht aus Zwischenpunkten
der Partition P.

Wir kénnen die Menge der Paare (P, Z) einerseits zu einer
gerichteten Menge I machen, indem wir

(P,Z) =4 (P',Z') « P'CP

setzen. (Es gilt also (P, Z) <1 (P’,Z’) genau dann, wenn
die Partition P’ eine Verfeinerung der Partition P ist, al-
so aus P durch Hinzufiigung weiterer Unterteilungspunkte
entsteht). Wir kénnen die Menge der Paare (P, Z) ande-
rerseits auch zu einer gerichteten Menge J machen, indem
wir

(P, 2) 22 (P, Z') & |P'| < |P|

setzen. (Es gilt also (P, Z) =2 (P’,Z') genau dann, wenn
die Partition P’ mindestens die gleiche Feinheit hat wie
die Partition P.) Ist nun f : [a,b] — R eine beliebige
Funktion, so schreiben wir

n

R(f;P,2) == > f(&) @k — xx1)

k=1

fiir die zu (P, Z) gehorige Riemannsche Summe von f.
(a) Zeige, daB (R(f; P, Z)) ein Teilnetz des Netzes

(P,Z)el
(R(f; P, Z))(RZ)EJ ist.

(b) Zeige, daB das Netz (R(f;P, Z)(P}Z)EI genau dann
gegen eine Zahl a € R konvergiert, wenn das Netz
(R(f; P, Z)) (P.z)es Begen a konvergiert. (Ist dies der
Fall, so heifit f Riemann-integrierbar, und der Wert
a heiflt das Riemann-Integral von f.)

Aufgabe (85.36) Ist (X;);cs eine Familie topologi-
scher Rdume, so wird die Boxtopologie auf dem kartesi-
schen Produkt J[,.; X; als diejenige Topologie definiert,
die von allen Mengen [[,.; U; mit U; offen in X; erzeugt
wird.

el

1 Beachte, dafl die Produkttopologie von denjenigen
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Wir betrachten nun auf der Menge X = [0,1]N aller
Funktionen a : N — [0, 1] bzw. aller Folgen von Elementen
aus [0, 1] drei Topologien: die Produkttopologie 1, die von
der Metrik d(a,b) := sup,, |an — by| induzierte Topologie
75 und die Boxtopologie 3.

(a) Beweise die Inklusionen 74 C 79 C 73.

(b) Schreibe a = (0,0,0,...) und definiere

oM = (1,0,0,0,...),
a® = (0,1,0,0,...),
a® = (0,0,1,0,...)

und so weiter. Zeige, daB a(™) — a beziiglich 71, aber nicht
beziiglich 75 gilt, und schlieffe daraus, daf§ die Inklusion
71 C 79 echt ist.
(c) Schreibe wieder a = (0,0,0,...) und definiere
diesmal
aM = (1,0,0,0,...),

a® = (1/2,1/2,0,0,...),
a® = (1/3,1/3,1/3,0,...)

und so weiter. Zeige, daB a(™) — a beziiglich 75, aber nicht
beziiglich 73 gilt, und schlieffe daraus, dafi die Inklusion
7o C 73 echt ist.

Aufgabe (85.37) Es seien X ein topologischer Raum
und p € X ein Punkt in X. Beweise folgende Aussagen!
(1) Konvergenz konstanter Netze: Ist (z;);c; ein

Netz in X mit z; = p fiir alle i € I, so gilt x; — p.
(2) Konvergenz von Teilnetzen: Konvergiert ein Netz

(x;) in X gegen p, so konvergiert auch jedes Teilnetz

(zi;) gegen p.

(3) Nichtkonvergenz: Konvergiert ein Netz (z;) in X
nicht gegen p, so gibt es ein Teilnetz (z;;) mit der
Eigenschaft, daf8 kein Teilnetz (z;; ) von (z;;) gegen
p konvergiert.

(4) Iterierte Konvergenz: Es sei I eine gerichtete Men-
ge, und fiir jedes ¢ € I sei J; eine gerichtete Menge;
wir machen dann K := I x [[,c; Ji zu einer gerich-
teten Menge, indem wir festsetzen, dafl genau dann
(i1, f) = (i2,9) in K gilt, wenn i1 < iz in I gilt und
wenn fiir jedes ¢ € I die Bedingung (i) < ¢(7) in J;
gilt. Gilt i(n) dieser Situation fiir jedes feste ¢ € I die

7

Aussage T — 2 (beziiglich der gerichteten Menge

J;) und gilt ) — p (beziiglich der gerichteten Men-
ge I), so gilt, wenn wir T(i,fy = ajgf()i) definieren, auch
x(;,5) — p (beziiglich der gerichteten Menge K).

Mengen HiEI U; mit U; offen in X; erzeugt wird, bei de-
nen U; # X; nur fiir endlich viele Indices i € I gilt. Die
Produkttopologie ist damit grober als die Boxtopologie.
(Die beiden Topologien stimmen iiberein, wenn I endlich
ist, wenn also ein Produkt endlich vieler Faktoren gebildet
wird.)
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Aufgabe (85.38) Es sei X eine beliebige Menge.
Eine Konvergenzstruktur auf X ist eine Relation —
von der Familie aller Netze (z;) in X nach der Menge
aller Punkte p € X, die die Eigenschaften (1) bis (4) der
vorigen Aufgabe hat. Zeige, daf} es genau eine Topologie 7
auf X gibt mit der Eigenschaft, daf§ genau dann (z;) — p
im Sinne der betrachteten Relation gilt, wenn z; — p im
Sinne der Topologie 7 gilt.

Hinweis: Definiere fiir eine beliebige Teilmenge A C
X die Menge ¢(A) als die Menge aller derjenigen Punkte
p € X, fiir die es ein Netz (a;);er in A gibt mit (a;) —
p im Sinne der betrachteten Relation. Zeige, dafl ¢ ein
Hiilloperator im Sinne von Aufgabe (85.25) ist!

Bemerkung: Wir wissen aus den Aufgaben (85.23)
bis (85.26), dal wir jeden der Begriffe Offenheit, Abge-
schlossenheit, Umgebungssystem, Abschlufibildung, Bil-
den des inneren Kerns als Grundbegriff wéhlen koénnen,
um eine topologische Struktur auf einer Menge zu de-
finieren. (Die anderen Begriffe lassen sich dann jeweils
aus dem gewihlten Grundbegriff ableiten.) Diese Aufgabe
zeigt nun, dafl wir auch den Begriff Konvergenz als Grund-
begriff wiahlen konnen; d.h., wir kénnen eine Topologie
auf einer Menge X dadurch definieren, daf§ wir festlegen,
welche Netze in X gegen welche Grenzwerte konvergieren
sollen.

Aufgabe (85.39) Es sei P(X) die Potenzmenge ei-
nes topologischen Raums X. Zeige, dafl durch

A<B := ACB

eine Ordnungsrelation auf PB(X) definiert wird. Ist diese
Relation identitiv?

Aufgabe (85.40) Es sei 7 die Familie aller Teilmen-
gen U C Z mit folgender Eigenschaft:

zu jedem Element a € U existiert eine natiir-
liche Zahl m € N mit a + mZ C U.

—
*
B2

(Das bedeutet, daB jedes Element von U Glied einer arith-

metischen Folge ist, die ganz in U liegt.) Beweise die fol-

genden Aussagen!

(a) Die Familie 7 ist eine Topologie auf Z.

(b) Jede nichtleere T-offene Menge ist unendlich.

(c) Jede arithmetische Progression x+mZ mit m € N ist
sowohl T-offen als auch 7-abgeschlossen.

(d) Ist P die Menge aller Primzahlen, so gilt

Urz = z\{1}.

peEP

(e) Die Menge P ist unendlich.

Bemerkung: Dieser topologische Beweis fiir die Tat-
sache, dafl es unendlich viele Primzahlen gibt, entstammt
der folgenden Arbeit: Hillel Furstenberg, On the Infinitu-
de of Primes, American Mathematical Monthly 62 (1955),
Seite 353.

Aufgabe (85.41) Es sei X ein topologischer Raum.
Zeige, daf} eine Teilmenge A C X genau dann nirgends
dicht ist, wenn X \ A dicht in X ist.

Aufgabe (85.42) Es sei X ein topologischer Raum.
Zeige, daB fiir eine Teilmenge A C X die folgenden Aus-
sagen dquivalent sind:

(1) A ist nirgends dicht;
(2) jede offene Menge U # () umfafit eine offene Menge

VADmit ANV =0.

Aufgabe (85.43) Zeige, dafl die Vereinigung zweier
nirgends dichter Mengen selbst wieder nirgends dicht ist.

Bemerkung: Hieraus folgt mit vollstdndiger Induk-
tion sofort, daBl die Vereinigung endlich vieler nirgends
dichter Mengen selbst wieder nirgends dicht ist. Die
entsprechende Aussage fiir abzéhlbare Vereinigungen ist
falsch, wie man etwa sieht, wenn man eine Abzihlung
r1,72,73,... der rationalen Zahlen betrachtet und dann
die in R nirgends dichten Mengen {r;} betrachtet.

Aufgabe (85.44) Essei B = {z € R? | ||lz| < n} die
abgeschlossene Kugel um den Nullpunkt von R3 mit dem
Radius 7. Diese Aufgabe beschiftigt sich damit, inwie-
fern Drehungen durch Elemente von B dargestellt werden
konnen, indem man fiir einen Vektor z € B die Richtung
von z als Richtung der Drehachse und die Lénge von « als
Drehwinkel interpretiert.

(a) Wir wollen Randpunkte von B, die einander di-
rekt gegeniiberliegen, miteinander verifizieren, definieren
also

— y==, falls |z = |[yl| <,
yomre {y = £z, falls |l = ly]| =7
Zeige, daB ~ eine Aquivalenzrelation auf B ist.

(b) Fiir ¢ € (0,7] und n € S? sei D(n,p) die
Drehung um die Achse Rn und um den Winkel ¢ (von
der Spitze von n aus gegen den Uhrzeigersinn gezihlt).
Wir definieren f : B — SO(3) durch f(0) := 1 und
f(x) .= D(z/||z|, ||=||) fir x # 0. Zeige, daB f surjek-
tiv ist und daB genau dann f(z) = f(y) gilt, wenn y ~ x
gilt.

(c) Insbesondere induziert f also eine Bijektion F :
(B/ ~) = SO(3), wenn B/ ~ den Raum aller Aquivalenz-
klassen modulo ~ bezeichnet. Wie lautet die Umkehrab-
bildung von F'?

(d) Wir versehen B/ ~ mit der von B geerbten Quo-
tiententopologie. Zeige, daf§ dann F nicht nur eine Bijek-
tion, sondern sogar ein Homéomorphismus ist.
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Aufgabe (88.13) Zeige, dafl ein zusammenhéngen-
der und lokal wegzusammenhéngender topologischer Raum
auch wegzusammenhéngend ist.

Aufgabe (88.14) Zeige, dafl in einem lokal zusam-
menhéngenden Raum alle Zusammenhangskomponenten
sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Aufgabe (88.15) Zeige, daf ein Produktraum X =
[L:c; Xi genau dann lokal zusammenhéngend ist, wenn al-
le Faktoren X; lokal zusammenhéngend und mit hochstens
endlich vielen Ausnahmen auch zusammenhéngend sind.

Aufgabe (88.16) Das 1967 von den englischen Ma-
thematikern John Horton Conway und Michael S. Pater-
son vorgestellte Spiel “Brussels Sprouts” (deutsch “Ro-
senkohl”) ist ein Zeichenspiel fiir Personen A und B, das
nach den folgenden Regeln gespielt wird. Zun&chst wird
eine beliebige Anzahl von Kreuzen auf einem Blatt Papier
eingetragen.

+

+

Nun verbindet A zwei beliebige freie Arme (egal, ob zwei
Arme des gleichen Kreuzes oder zwei Arme an verschiede-
nen Kreuzen) mit einer durchgezogenen Linie und zeichnet
irgendwo auf dieser Verbindungslinie einen Querstrich ein.
Durch diesen Querstrich entstehen zwei neue freie Arme.

+

Anschlielend ist B an der Reihe, wieder zwei beliebige
freie Arme zu verbinden und auf der Verbindungslinie
einen Querstrich einzuzeichnen. Einzige Bedingung: eine
neu eingezeichnete Verbindungslinie darf weder sich selbst
noch bereits bestehende andere Verbindungslinien kreu-
zen.

Das Spiel geht nun immer so weiter. Derjenige Spieler,
der zuerst keinen Zug mehr machen kann, hat verloren.
Welche Strategie sollte man verfolgen, um das Spiel zu
gewinnen?

Hinweis: Zu jedem Zeitpunkt besteht die gezeichnete
Figur aus einer Anzahl von Zusammenhangskomponenten,
wobei am Anfang jede Komponente genau aus einem der
Kreuze der Anfangskonfiguration besteht. Es gibt dann
jeweils genau zwei Arten von Ziigen:

(1) Ziige, die zwei verschiedene Komponenten miteinan-
der verbinden;

(2) Ziige, die zwei freie Arme der gleichen Komponente
miteinander verbinden.

Uberlege, wie sich bei jedem Zug die Anzahl der freien
Arme, die Gesamtzahl der Komponenten, die Anzahl der
Gebiete, in die die Ebene zerlegt wird, sowie die Anzahl
der Zugmoglichkeiten dndert.

Aufgabe (88.17) Es seien f : R — R eine Funktion
und Ty := {(z, f(z)) | # € R} der Graph von f. Zeige,
daf} die beiden folgenden Eigenschaften dquivalent sind:
(1) f ist stetig;

(2) Ty ist zusammenhéngend und abgeschlossen in R2.

Bemerkung: Diese Aufgabe prizisiert die intuitive Vor-
stellung, daf die Stetigkeit einer Funktion f : R — R ge-
rade bedeutet, dafl sich der Graph von f in einem Stiick
zeichnen 148t, ohne den Stift absetzen zu miissen.

Aufgabe (88.18) Es seien X ein topologischer
Raum, Y ein kompakter Hausdorffraum und f : X — Y
eine Abbildung. Zeige, dafl f genau dann stetig ist, wenn
der Graph I' := {(, f(z)) | # € X} abgeschlossen in
X XY ist.
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Aufgaben: Differentialrechnung in einer Variablen

A90: Differentiation vektorwertiger Funktionen

Aufgabe (90.1) Die folgende Abbildung zeigt die
Spuren eines Fahrrades. Welche der beiden Spuren stammt
vom Vorderrad, welche vom Hinterrad? In welche Rich-
tung bewegte sich das Fahrrad, das die Spur hinterlief}?

Hinweis: Zu jedem Zeitpunkt ¢ sei u(t) € R? der
Punkt, in dem das Hinterrad den Boden beriihrt, wahrend
v(t) € R? der Punkt sei, in dem das Vorderrad den Boden
bertihrt; ferner sei ¢ die Lange des Fahrradrahmens. Wir
machen die (vereinfachende, aber ndherungsweise erfiillte)
Annahme, die Lenkergabel befinde sich immer senkrecht
oberhalb des Beriihrpunktes von Vorderrad und Boden.
Zeige, dafl unter dieser Annahme die folgende Bedingung
erfiillt ist:

u(t)

v(t) = ul(t) +€~m.

Aufgabe (90.2) Uberpriife die Giiltigkeit der Ab-
leitungsregeln (u,v) = {(4,v) + (u,0) und (u X v) =
X v+ u X v fiir die Vektorfunktionen

t cost
u(t) = |2 und o(t) = | sint
t3 et

Aufgabe (90.3) Es seien I C R ein offenes Inter-
vall, V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
W = End(V) der Vektorraum aller linearen Abbildungen
A :V — V. (Nach Wahl einer Basis kénnen wir V' mit
dem Vektorraum R"™ aller Spaltenvektoren der Lange n
und W mit dem Vektorraum R"*™ aller (n x n)-Matrizen
identifizieren.) Die Abbildungen A, B : I — W seien dif-
ferentiierbar an der Stelle ¢ty € I. Beweise die folgenden
Aussagen!

(a) Fiir alle A\, u € R ist die Abbildung AA 4+ B an der

Stelle xg differentiierbar, und es gilt

(A + pB) (z0) = XNA'(z0) + pB'(z0),

(b) Die Abbildung AB :t — A(t)B(t) ist an der Stelle to
differentiierbar, und es gilt

(AB) (tg) = A'(to)B(to) + A(to) B’ (to)-

(c) Ist A(to) invertierbar, so ist auf einer Umgebung von
to die Abbildung A=1 : ¢ — A(¢)~! wohldefiniert und
an der Stelle t( differentiierbar mit

(A7Y (to) = —A(to) " A'(to)A(to) ™"

Aufgabe (90.4) Uberpriife die Giiltigkeit der Ablei-
tungsregel

(A7l = —A71AA!
fiir die matrixwertigen Funktionen
cost —sint et t2et
Alt) = {sint cost} und - A() = [ 0 e‘t} ’

Aufgabe (90.5) Es seien ¢ — a;(t) € R™ die Spalten
der matrixwertigen Funktion ¢ — A(t) = (a1(t) | -+ |
an(t)) € R, Uberpriife die Ableitungsregel

d

37 [det A()] = Zdet(al(t), e ai(t), . an(t))

. . t 12 t
fiir die Funktionen A(t) = R und A(t) = A

Aufgabe (90.6) Die Reihe f(A4) = >3, arAF sei
konvergent fiir alle Matrizen A € R™*™ mit || A < p.
Fiir eine feste Matrix A mit ||A]] < p definieren wir
o(t) = f(tA) (fir |¢] < p/l|Al). Zeige, da ¢ differen-
tilerbar ist mit ¢'(t) = f/(tA) - A.

Aufgabe (90.7) Eine Perle gleite reibungsfrei auf ei-
nem senkrecht aufgehéingten Drahtring. Dieser Drahtring
rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um die in
der folgenden Seitenansicht eingezeichnete Achse.

Drehachse

(a) Driicke die Absolutgeschwindigkeit und die Abso-
lutbeschleunigung der Perle im rotierenden System
durch die Funktion ¢ — ¢(t) aus!

(b) Stelle die Bewegungsgleichung fiir die Funktion ¢ —
©(t) auf!

(c) Welche Gleichgewichtslagen hat das System?
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Aufgaben: Differentialrechnung in einer Variablen

Aufgabe (91.66) Die Abbildung zeigt einen Seiten-
kanal der Breite b, der rechtwinklig in einen Hauptkanal
der Breite a miindet. Das Verhéltnis der Breiten sei dabei
a:b=3V3.

(a) Gib die Lénge ¢ der eingezeichneten Verbindungs-
linie zwischen den Kanalufern als Funktion des Winkels ¢
an. Fir welchen Wert von ¢ wird ¢ minimal?

(b) Ein im Wasser schwimmender Baumstamm von
vernachldssigbarer Dicke soll vom Seitenkanal in den
Hauptkanal mandvriert werden. Wie lang darf der Baum-
stamm hdochstens sein, damit dies moglich ist?

Aufgabe (91.67) Vier Orte bilden die Ecken eines
Quadrates mit einer Kantenldnge von einem Kilometer.
Diese Orte sollen so durch Straflen miteinander verbun-
den werden, daf} jeder Ort von jedem anderen aus erreicht
werden kann. Von 5 verschiedenen Bauingenieurbiiros lie-
gen die folgenden Vorschldge fiir die Anlage der Strafien
vor.

Vorschlag 1 Vorschlag 2 Vorschlag 3 Vorschlag 4 Vorschlag 5

(a) Gib fiir jeden der fiinf Vorschlige die entstehende
Gesamtstraflenlédnge an!

(b) Wie muf} in Vorschlag 5 die Strecke x gewiihlt
werden, damit die Gesamtstrafenlinge minimal wird? Ist
fiir diese optimale Wahl von z der fiinfte Vorschlag besser
als die ersten vier Vorschldge?

Aufgabe (91.68) Eine Laufbahn der vorgegebenen
Lange ¢ = 400 m soll aus zwei geraden Strecken und zwei
Halbkreisbogen gebildet werden, und zwar so, daf} das ein-
geschlossene rechteckige Sportfeld (in der Skizze grau mar-
kiert) eine moglichst grofie Fliche bekommt. Wie sind die
Abmessungen der Laufbahn zu w#hlen?

Aufgabe (91.69) Mit einem Zaun der vorgegebe-
nen Linge ¢ soll ein Kreissektor eingezdunt werden. Wie
miissen dessen Radius r und Zentriwinkel ¢ gewé&hlt wer-
den, damit der Flacheninhalt des Kreissektors maximal
wird?

Aufgabe (91.70) Auf einem Sportgeldnde soll ein
Hammerwurfbereich eingeziunt werden, und zwar mit ei-
nem Zaun der vorgegebenen Lange £. Der Bereich soll die
Form eines gleichschenkligen Dreiecks mit einem aufge-
setzten Halbkreis haben. Wie sind die Abmessungen zu
wihlen, damit der eingezédunte Bereich einen moglichst
groflen Fliacheninhalt hat?
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Aufgabe (95.8) (a) Es soll eine nach oben geéffne-
te Wasserrinne mit trapezféormigem Querschnitt so gebaut
werden, daf} bei gegebener Gesamtfliche des Bodens und
der Seitenwinde die Querschnittsfliche moglichst grof3
wird. Wie sind die Abmessungen zu wéhlen?

(b) Wie dndert sich die Losung, wenn es sich statt
einer offenen Wasserrinne um einen unterirdischen Kanal
handelt, wenn also auch eine Deckenfliche benotigt wird?

Bemerkung: In der vorigen Aufgabe war bei gegebe-
nem Querschnitt der benetzbare Umfang zu minimieren;
in dieser Aufgabe ist bei gegebenem benetzbarem Umfang
die Querschnittsfliche zu maximieren.

Aufgabe (95.9) Aus vier Brettern der Breite 1
soll eine Rinne gebildet werden, deren Querschnittsfléiche
moglichst grof} ist. Wie sind dazu die Winkel o und 5 zu
wiéhlen?

Aufgabe (95.10) Eine Fassade habe die Form eines
Rechtecks mit einem aufgesetzten gleichschenkligen Drei-
eck. Wie sind die Abmessungen x, 8 und h zu wihlen,
damit die Fassade einerseits einen vorgegebenen Umfang
U hat, andererseits eine moglichst grofie Fléiche besitzt?

X siné

I’] X cosf

Aufgabe (95.11) Entlang einer geradlinigen Strafie
der Lénge ¢ soll eine gegebene Zahl n von Notrufsdulen
derart angebracht werden, dafl der durchschnittliche Weg
von irgendeinem Punkt der Strafie aus zur jeweils ndchsten
Notrufsdule moglichst kurz wird. Wo sind die Notrufsdulen
zu postieren?

Aufgabe (95.12) Wir betrachten die Parabel P mit
der Gleichung y = 22 4+ 1 und die Gerade G mit der Glei-
chung y = z/2. Welche Punkte auf P und auf G liegen am
dichtesten beisammen?

Aufgabe (95.13) Es sei n = 15/16. Zwischen dem
Festland F = {(z,y) € R? | y < —(2%—1)?} und der Insel
I={(z,y) € R? | 22 + (y — n)? < 1} soll eine geradlinig
verlaufende Briicke minimaler Lénge gelegt werden. Zwi-
schen welchen Punkten muf eine solche Briicke verlaufen?

Festland

Aufgabe (95.14) Wir betrachten die Funktion f(z) =
2?2 — 2 fiir 0 < 2 < 1. Wie miissen zwei Zahlen a, b € [0, 1]
gewihlt werden, damit das Trapez mit den Ecken (a,0),
(a, f(a)), (b, f(b)) und (b,0) maximale Fléiche hat?

0.1

o
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Hohere Mathematik — Ein Begleiter durch das Studium

1. Aufl. 2010, 893 Seiten, 22 cm x 28,5 cm, gebunden,
iiber 600 Abbildungen, wo sinnvoll vierfarbig,

ISBN 978-3-8085-5550-7

Bestell-Nr. 55507

Dieses einzigartige Buch, das mit der Einfiihrung des
Mengenbegriffs beginnt und mit dem Beweis des Rie-
mannschen Abbildungssatzes endet, spannt einen riesi-
gen Bogen iiber verschiedene grundlegende mathema-
tische Disziplinen: Lineare und multilineare Algebra,
Topologie, Analysis, Differentialgleichungen, Statistik
und Wahrscheinlichkeitsrechnung, Funktionentheorie
und vieles mehr.

Dabei ist das Ziel nicht, eine moglichst grofe Stoffmen-
ge enzyklopéddisch abzuhandeln, sondern ein solides
und tragfihiges Grundlagenwissen in mathematischen
Schliisseldisziplinen zu vermitteln, auf dem eine spétere
Einarbeitung in mathematische Spezialfiacher und An-
wendungsgebiete problemlos aufbauen kann. Es wird
gleichermaflen Wert auf die Forderung begrifflichen
Verstiandnisses und auf die Vermittlung von Rechen-
techniken gelegt. Allgegenwirtige algebraische, ord-
nungstheoretische und topologische Strukturen werden
systematisch herausgearbeitet, und numerische Aspek-
te sind durchgéngig in die Darstellung integriert. Auch
der physikalische Gehalt mathematischer Begriffsbil-
dungen und Sitze wird erlautert.

Propéddeutisches Material (mengentheoretische und
aussagenlogische Grundlagen, Zahlbereiche, elementa-
re Kombinatorik, Elementargeometrie) ist in separate
Kapitel ausgegliedert. Der Schulstoff wird behutsam,

aber von einer hoheren Warte aus rekapituliert, was
den Ubergang von der Schule zur Hochschule erleich-
tert und anhand bekannten Materials an die Strenge
mathematischer Begriffsbildungen gewohnt. Auf die-
ser Grundlage werden dann die Lineare Algebra und
die Analysis unter Beriicksichtigung sowohl arithmeti-
scher als auch geometrischer Aspekte entwickelt. Die
Kraft dieser Theorien wird anschlieBend in diversen
Kapiteln iiber speziellere mathematische Disziplinen
entfaltet. Das Buch fiihrt friihzeitig an abstrakte Sicht-
weisen und weitgehende Verallgemeinerungen heran,
wenn dadurch das begriffliche Verstindnis erleichtert
wird (friihe Einfiihrung topologischer Grundbegriffe,
weitgehend koordinatenfreie Behandlung von Funktio-
nen in mehreren Variablen, Bereitstellung differential-
geometrischer und mafBtheoretischer Grundlagen).

Das Buch macht keinerlei Kompromisse hinsichtlich
mathematischer Strenge; sdmtliche Aussagen werden
bewiesen, und der Verfasser scheut sich auch nicht, ,,un-
bequeme** Begriffe einzufiihren und ,,schwierige* Sitze
zu behandeln. Durch seinen didaktisch geschickten Auf-
bau ist das Buch dennoch gut lesbar. Viele motivierende
Erlduterungen, durchgerechnete Beispiele sowie aus-
sagekriftige Abbildungen, Diagramme, Tabellen und
eingerahmte Formeln erleichtern das Verstindnis. Das
Buch eignet sich daher auch gut zum Selbststudium
und als weiterfithrende Lektiire, die iber die Grundvor-
lesungen weit hinausgeht und daher nicht nach einem
oder zwei Semestern ausgedient hat, sondern als Be-
gleiter durch das gesamte Studium dienen kann. Dem
trigt die Ausstattung des Buches mit festem Einband
und stabiler Bindung Rechnung.
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Hohere Mathematik — Aufgaben und Losungen

Die Aufgabensammlung enthilt insgesamt iiber 3000
Aufgaben und ist bis auf wenige Verweise unabhingig
vom zugehdrigen Lehrbuch nutzbar.

Die Aufgabenstellungen reichen von einfachen Fragen
zur Gewohnung an neue Begriffe und Routineaufgaben
zum Einiiben und Einschleifen von Rechentechniken
tiber anspruchsvollere Aufgaben, in denen Beispiele
und Gegenbeispiele gesucht, Feinheiten von Begriffs-
bildungen und Aussagen ausgelotet und weiterfiihrende
Aspekte erkundet werden, bis hin zu wirklichen Her-
ausforderungen, denen sich zu stellen einige Ausdauer
erfordert.

Durch die ausfiihrlichen Losungen sind die Bénde auch
zum Selbststudium geeignet.

Band 1

1. Aufl. 2021, 574 Seiten, 21 cm x 28,5 cm, gebunden
ISBN 978-3 8085-5952-9
Bestell-Nr. 59529

1149 Aufgaben mit ausfiihrlichen Losungen zu den The-
men:

e Mengentheoretische Grundlagen
e Grundlegende Strukturen

o Kardinalzahlen

e Ordinalzahlen

e Zahlentheoretische Grundlagen
e Arithmetische Grundlagen

e Algebraische Grundlagen

e Kombinatorische Grundlagen

e Lineare Gleichungssysteme

e Geometrische Grundlagen

e Reelle und komplexe Zahlen

e Geometrie und Vektorrechnung
e Lineare Algebra

e Lineare Abbildungen und Matrizen
e Multilineare Abbildungen.

Band 2

1. Aufl. 2021, 582 Seiten, 21 cm x 28,5 cm, gebunden
ISBN 978-3 8085-5954-3
Bestell-Nr. 59543

1029 Aufgaben mit ausfiihrlichen Losungen zu den The-
men:

e Multilineare Algebra

e Metrische Vektorrdume

e Geometrie in Vektorrdumen

e Rechnen mit Grenzwerten

e Elementare Funktionen

e Metrische Strukturen

e Topologische Strukturen

e Differentialrechnung in einer Variablen
e Differentialrechnung in Banachraumen.

Band 3

1. Aufl. 2021, 646 Seiten, 21 cm x 28,5 cm, gebunden
ISBN 978-3 8085-5956-7
Bestell-Nr. 59567

1017 Aufgaben mit ausfiihrlichen Lésungen zu den The-
men:

e Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten
e Inhaltsbestimmung von Mengen

e Begriff des Integrals

e Berechnung von Integralen

e Integration auf Mannigfaltigkeiten

e Gewohnliche Differentialgleichungen
e Dynamische Systeme

e Integraltransformationen

e Grundlagen der Stochastik

e Anwendung stochastischer Methoden
e Funktionentheorie.
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