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Vorwort

Das vorliegende Aufgaben- und Lösungsbuch will
einen Beitrag zur Förderung der Mathematikausbildung
leisten, indem es zur Beschäftigung mit mathematischen
Aufgabenstellungen und zur Einübung von Problemlö-
sungsfertigkeiten einlädt. Es ist entstanden aus Aufgaben-
blättern und Übungsmaterialien, die ich über viele Jahre
hinweg in einer ganzen Reihe verschiedenster mathemati-
scher Lehrveranstaltungen an der Hochschule RheinMain
verwendet habe.

Wichtig war mir – sowohl beim Stellen der Aufgaben
als auch beim Schreiben des Buches – eine große Band-
breite der Aufgabenstellungen. Diese reichen von einfa-
chen Fragen zur Gewöhnung an neue Begriffe und Rou-
tineaufgaben zum Einüben und Einschleifen von Rechen-
techniken über anspruchsvollere Aufgaben, in denen Bei-
spiele und Gegenbeispiele gesucht, Feinheiten von Begriffs-
bildungen und Aussagen ausgelotet und weiterführende
Aspekte erkundet werden, bis hin zu wirklichen Heraus-
forderungen, denen sich zu stellen einige Ausdauer erfor-
dert. Dabei habe ich bewußt hohe Ansprüche nicht ver-
mieden, denn (wie schon der Prediger Salomo wußte) “wo
viel Weisheit ist, da ist viel Grämen, und wer viel lernt,
der muß viel leiden”. Ich bin aber zuversichtlich, daß durch
die Aufteilung komplexer Aufgabenstellungen auf mehre-
re Teilaufgaben und durch die gegebenen Hinweise allzu
großen Frustrationen vorgebeugt wird.

Damit das Buch auch zum Selbststudium geeignet ist,
habe ich zu allen Aufgaben ausführliche Lösungen erstellt,
deren Formulierung vielleicht auch ein Gefühl dafür ver-
mittelt, wie man mathematische Sachverhalte ausdrückt
und zu Papier bringt. Natürlich sollte man aber vor dem
Blick in die Lösung immer versuchen, die jeweilige Aufga-
be selbst zu bearbeiten: Mathematik ist kein Zuschauer-
sport, sondern eher wie Klavierspielen; man erlernt sie nur
durch eigene aktive Beschäftigung. Ich hoffe, daß bei al-
ler Konzentration auf das Lösen von Aufgaben auch etwas
von der Schönheit, Klarheit und Eleganz der Mathematik
deutlich wird. Von den Inhalten und vom Kapitelaufbau
her richtet sich das vorliegende Buch nach dem Lehrbuch

Karlheinz Spindler: Höhere Mathematik – Ein
Begleiter durch das Studium, Verlag Harri Deutsch,
Frankfurt am Main⋆ 2010.

Immer, wenn in den Lösungen auf “das Buch” verwiesen
wird, ist dieses Lehrbuch gemeint. Die Verweise dienen in
erster Linie der bequemen Referenzierung; die allermeisten
Aufgaben können vollkommen unabhängig von der Ver-
wendung eines bestimmten Lehrbuches oder Manuskriptes
bearbeitet werden, und ich hoffe, daß sich geeignete Auf-
gaben für eine Vielzahl verschiedener Lehrveranstaltungen

⋆ Inzwischen Edition Harri Deutsch, Verlag Europa-
Lehrmittel, Haan-Gruiten.

auswählen lassen. Da das Material des Buches in unter-
schiedlicher Intensität für unterschiedliche Lehrveranstal-
tungen entstand, war eine gewisse Unausgewogenheit zwi-
schen den verschiedenen thematischen Bereichen (oder,
positiver ausgedrückt, eine gewisse Schwerpunktsetzung)
unausweichlich. Der zu erwartende eher geringe Zusatz-
nutzen erschien es mir nicht wert, hier mit entsprechen-
dem Zeitaufwand (und resultierenden Verzögerungen) die
Unterschiede nachträglich noch auszugleichen. Um noch
einmal den Prediger Salomo zu Wort kommen zu lassen:
“Des vielen Büchermachens ist kein Ende, und viel Stu-
dieren macht den Leib müde”.

Wie schon bei dem genannten Lehrbuch bin ich auch
beim Schreiben dieses Aufgaben- und Lösungsbuchs Frau
Dr. Renate Schappel zu kaum ermeßlichem Dank ver-
pflichtet. Sie hat sich mit bewundernswerter Energie und
Begeisterung, mit großer Akribie und Sorgfalt der Her-
kulesaufgabe angenommen, das vollständige Manuskript
(teilweise in verschiedenen Versionen) kritisch zu lesen
und zu kommentieren. Sie deckte eine Unzahl von Feh-
lern auf, und nichts war vor ihrem kritischen Blick si-
cher: einfache Tippfehler, Rechenfehler, falsche oder un-
vollständige Schlüsse, stilistisch verunglückte Formulie-
rungen, falsche Verweise, unschöne Zeilen- oder Seitenum-
brüche und vieles mehr. Ohne ihre Hilfe wäre das Erschei-
nen dieses Buches schlechterdings nicht denkbar. Mein
Dank gilt ferner Herrn Klaus Horn vom Verlag Europa-
Lehrmittel für die kompetente verlagsseitige Umsetzung
des Werkes und die jederzeit angenehme Zusammenarbeit.
Ihm danke ich nicht nur für die engagierte und sachkundi-
ge Unterstützung des Buchprojekts, sondern auch für den
gutmütigen Humor, mit dem er meinen Sonderwünschen
begegnete. Schließlich bin ich mehreren Generationen von
Studenten zu Dank verpflichtet, mit denen ich über die
Jahre hinweg zusammenarbeiten durfte und deren Fra-
gen, Kommentare und Anregungen zu Verbesserungen bei
zahlreichen Aufgaben und Lösungen führten.

Alle noch verbliebenen Fehler und Unstimmigkeiten
gehen natürlich einzig und allein zu meinen Lasten als
Autor. Autor und Verlag sind für Hinweise auf Fehler und
Ungenauigkeiten sowie für konstruktive Kritik jederzeit
dankbar.

A. D. 2021 Karlheinz Spindler
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A98: Optimierung auf Mannigfaltigkeiten

Aufgabe (98.1) Bestimme

(a) mit Hilfe der Methode von Lagrange,
(b) durch Zurückführung auf ein Optimierungsproblem

ohne Nebenbedingungen,

an welcher Stelle (x, y) des Kreises x2 + y2 = 1 der Aus-
druck xy minimal bzw. maximal wird.

Aufgabe (98.2) Bestimme

(a) mit Hilfe der Methode von Lagrange,
(b) durch Zurückführung auf ein Optimierungsproblem

ohne Nebenbedingungen,

an welcher Stelle (x, y) der Ellipse 4x2 + 9y2 = 36 der
Ausdruck xy2 minimal bzw. maximal wird.

Aufgabe (98.3) Bestimme

(a) mit der Methode von Lagrange,
(b) durch Zurückführung auf ein Optimierungsproblem

ohne Nebenbedingungen,

welcher Punkt (x, y) der Kurve 3x2 + 2xy + 3y2 = 1
und welcher Punkt (ξ, η) der Kurve ξ2 + 4η2 = 4 am
dichtesten beisammen liegen. Hinweis zu (b): es gilt
3x2 + 2xy + 3y2 = (x− y)2 + 2(x+ y)2.

Aufgabe (98.4) Bestimme
(a) mit der Methode von Lagrange,
(b) durch Zurückführung auf ein Optimierungsproblem

ohne Nebenbedingungen,

an welcher Stelle (x, y, ξ, η) die Funktion

f(x, y, ξ, η) :=
1

2

(
(x− ξ)2 + (y − η)2

)

unter den Nebenbedingungen x + y2 = 0 und ξη = 1 mi-
nimal wird. (Wie kann man diese Aufgabe geometrisch
deuten?)

Aufgabe (98.5) Bestimme
(a) mit der Methode von Lagrange,
(b) durch Zurückführung auf ein Optimierungsproblem

ohne Nebenbedingungen,

welcher Punkt des Rotationsparaboloids z = x2 + y2 den
kleinsten Abstand vom Punkt (1, 3, 2) hat.

(
Vgl. Aufgabe

(95.15).
)

Aufgabe (98.6) Ermittle mit der Methode von La-
grange, welcher Punkt auf der Parabel y = x2 + 1 und
welcher Punkt auf der Geraden y = x/2 am dichtesten
beisammen liegen.

(
Diese Aufgabe wurde in (95.12) be-

reits auf anderem Wege gelöst.)

Aufgabe (98.7) Finde alle Extrema der Funktion
f(x, y, z) := xyz2 unter der Nebenbedingung g(x, y, z) :=
x2 + y2 + z2 − 4 = 0.

Aufgabe (98.8) Bestimme das Minimum und das
Maximum der Funktion f(x, y) := x2 +2y2 unter der Ne-
benbedingung x4 + y4 = 1.

Aufgabe (98.9) Finde alle Minima und Maxima der
Funktion f(x, y) := x2 + y2 unter der Nebenbedingung
x4 + 14x2y2 + y4 = 1.

Aufgabe (98.10) Welcher Punkt auf der Kurve
x3 + y3 = 1 liegt am dichtesten am Nullpunkt?

Aufgabe (98.11) Die Ellipse E sei definiert als der
Schnittpunkt des Ellipsoids (x/2)2+(y/

√
5)2+(z/5)2 = 1

mit der Ebene z = x+y. Bestimme die kleine und die große
Halbachse von E!

Aufgabe (98.12) Finde die Minima und Maxima
der Funktion f(a, b, c, d, e) := a4 + b4 + c4 + d4 + e4 unter
den folgenden Nebenbedingungen:

0 = a+ b+ c+ d+ e,

4 = a2 + b2 + c2 + d2 + e2,

0 = a3 + b3 + c3 + d3 + e3.

Hinweis: Es sei (a, b, c, d, e) ∈ R5 ein Punkt, an dem f un-
ter den angegebenen Nebenbedingungen ein lokales Mini-
mum oder Maximum annimmt. Benutze die Methode von
Lagrange, um zu zeigen, daß die fünf Zahlen a, b, c, d, e ei-
ne gemeinsame Polynomgleichung dritten Grades erfüllen.

Aufgabe (98.13) Eine 2× 2-Matrix soll so gebildet
werden, daß die erste Spalte von A die Länge 1 und die
zweite Spalte von A die Länge 2 hat. Welchen maximalen
bzw. minimalen Wert kann die Determinante einer solchen
Matrix annehmen?

Aufgabe (98.14) Es seien M und N Untermannig-
faltigkeiten von Rn. (Man denke etwa an zwei Kurven,
eine Kurve und eine Fläche oder zwei Flächen im Raum.)
Zeige: Wird der minimale Abstand eines Punktes x ∈ M
und eines Punktes y ∈ N in den Punkten x0 und y0 ange-
nommen, so schneidet die Verbindungsgerade x0y0 sowohl
M als auch N unter einem rechten Winkel.

Aufgabe (98.15) Es seien c1, . . . , cn > 0 positi-
ve Zahlen. Bestimme den maximalen Abstand, den zwei
Punkte in der Menge

{x ∈ Rn | c1x41 + c2x
4
2 + · · ·+ cnx

4
n = 1}

voneinander haben können.

98. Optimierung auf Mannigfaltigkeiten 15
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A99: Kurven

Aufgabe (99.1) (a) Ein Kreis vom Radius r rolle
entlang einer Geraden g ab. Es sei P ein fest am Kreisrand
markierter Punkt. Gib eine Parameterdarstellung der von
P durchlaufenen Kurve an. (Eine solche Kurve heißt eine
Zykloide.)

(b) Es sei B der Teil der Kurve zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Punkten, an denen P die Gerade g
berührt. Berechne die Länge des Bogens B und die Fläche
zwischen B und g.

Aufgabe (99.2) Die Kissoide des Diocles (etwa
240-180 v. Chr.) ist eine Kurve, die auf folgende Art ent-
steht. Wir betrachten einen Kreis, einen Punkt O auf dem
Kreisrand und eine Gerade g durch den Kreismittelpunkt,
die parallel zu der Kreistangente durch O verläuft. Für je
zwei Geraden g1 und g2, die in gleichem Abstand parallel
zu g verlaufen und den Kreis in vier Punkten A1, B1 ∈ g1
und A2, B2 ∈ g2 schneiden, gehören die Schnittpunkte der
GeradenOA2 und OB2 mit g1 sowie die Schnittpunkte der
Geraden OA1 und OB1 mit g2 zur Kissoide. Führen wir
diese Konstruktion für alle Geradenpaare (g1, g2) durch,
so ergibt sich die punktweise Konstruktion der Kissoide.

Wähle ein Koordinatensystem so, daß O der Punkt
(0, 0) und g die Gerade x = r ist, wobei r den Kreisradius
bezeichnet. Bestimme die Gleichung der Kissoide in die-
sem Koordinatensystem sowie eine Parameterdarstellung
dieser Kurve!

Aufgabe (99.3) Die Konchoide des Nicomedes (et-
wa 280-210 v. Chr.) ist eine Kurve, die auf folgende Art
entsteht. Wir geben uns eine Gerade g, einen Punkt O 6∈ g
sowie einen Abstand a vor. Jede Gerade durch O, die nicht
parallel zu g verläuft, schneidet g in einem Punkt S, und
es seien P,Q diejenigen Punkte auf der Geraden OS, die
von S den Abstand a haben. Die Menge aller so konstru-
ierten Punkte P und Q ist dann die gesuchte Konchoide.

Wähle ein Koordinatensystem so, daß O der Punkt
(0, 0) und g die Gerade x = d ist, wobei d den Abstand des
Punktes O von der Geraden g bezeichnet. Bestimme die
Gleichung der Konchoide in diesem Koordinatensystem
sowie je eine Parameterdarstellung für die beiden Zweige
der Kurve! (Deren Aussehen hängt davon ab, ob a < d,
a = d oder a > d gilt.)

Aufgabe (99.4) (a) Es sei t 7→ P (t) =
(
x(t), y(t)

)

eine parametrisierte ebene Kurve C, deren Krümmung
nirgends Null ist, und es sei Q(t) =

(
X(t), Y (t)

)
der

Krümmungsmittelpunkt von C bezüglich des Punktes
P (t). Finde eine Parameterdarstellung der Kurve t 7→
Q(t). (Man nennt diese die Evolute von C.)

(b) Bestimme die Evolute der Normalparabel y = x2.
(c) Bestimme die Evolute einer Zykloide.

Aufgabe (99.5) Es sei E die Evolute einer ebenen
Kurve C. (Es gilt also E = {Mp | p ∈ C}, wenn Mp der
Krümmungsmittelpunkt von C an der Stelle p ist.)

(a) Zeige, daß für p ∈ C die Gerade pMp gleichzei-
tig die Kurve C in p senkrecht und die Kurve E in Mp

tangential trifft. (Ist also NC(p) die Normale zu C an der
Stelle p, so ist E gerade die Enveloppe der Geradenschar
{NC(p) | p ∈ C}.)

(b) Wir halten einen Punkt p0 ∈ C fest. Zeige, daß die
Länge des Evolutenbogens Mp0Mp und der Krümmungs-
radius rp die gleiche Änderungsrate bezüglich p haben.

Aufgabe (99.6) Es seien R > r > 0 und u, v 6= 0
vorgegebene Zahlen. Welche Art von Kurve ist durch die
Parameterdarstellung

α(t) =



cos(ut)

(
R+ r cos(vt)

)

sin(ut)
(
R+ r cos(vt)

)

r sin(vt)




gegeben? Unter welchen Bedingungen handelt es sich um
eine geschlossene Kurve?

Aufgabe (99.7) Bestimme für die folgenden Kurven
jeweils Krümmung und Torsion sowie das Serret-Frenet-
Dreibein!

(a) α(t) =
(
r cos t, r sin t, ht/(2π)

)

(b) α(t) = (t, t2, t3)

Aufgabe (99.8) Ein Intervall I, eine Funktion κ :
I → (0,∞) und eine Funktion τ : I → R seien vorgegeben.

(a) Zeige, daß es eine nach Bogenlänge parametrisierte
Kurve α : I → R3 gibt, deren Krümmung κ und
deren Torsion τ ist!

(b) Zeige, daß eine andere Kurve β : I → R3 genau dann
ebenfalls die Krümmung κ und die Torsion τ hat,
wenn es eine feste Drehung D und einen festen Vek-
tor v gibt mit β(t) = Dα(t) + v für alle t ∈ I.

Aufgabe (99.9) Es sei s 7→ α(s) ∈ R3 eine nach
Bogenlänge parametrisierte Raumkurve, für die α′(s) und
α′′(s) stets linear unabhängig sind. Drücke die ersten vier
Ableitungen von α in Koordinaten bezüglich des Serret-
Frenet-Dreibeins (T,N,B) aus!

Aufgabe (99.10) Es sei s 7→ α(s) eine nach Bo-
genlänge parametrisierte Raumkurve derart, daß α′(s)
und α′′(s) für jeden Wert s linear unabhängig sind. Zeige,
daß es zu jedem Wert s0 eine eindeutig bestimmte Kugel
{x ∈ R3 | ‖x−m‖ ≤ R} derart gibt, daß für die Funktion

a(s) := ‖α(s)−m‖2 −R2

(die beschreibt, wie sich die Kurve von der Kugelober-
fläche entfernt) die Gleichungen α(k)(s0) = 0 für 0 ≤ k ≤ 3
gelten. (Man nennt diese Kugel die Schmiegkugel an die
Kurve α im Punkt α(s0).)
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Hinweis: Mache den Ansatz α(s0)−m = v1T (s0) +
v2N(s0) + v3B(s0), wenn (T,N,B) das Serret-Frenet-
Dreibein der Kurve bezeichnet.

Aufgabe (99.11) Es sei s 7→ α(s) ∈ R3 eine Raum-
kurve, für die α′(s) und α′′(s) stets linear unabhängig
sind. Welche Bedingung müssen die Krümmung κ und die
Torsion τ der Kurve erfüllen, damit α eine sphärische Kur-
ve ist, also ganz innerhalb einer Kugeloberfläche verläuft?

Aufgabe (99.12) Gegeben seien eine Ebene E ⊆ R3

und eine reguläre C2-Kurve, die auf einer Seite von E
verläuft und die Ebene E senkrecht trifft. Zeige: Setzt man
α durch Spiegelung an der Ebene E fort, so ist die fortge-
setzte Kurve immer noch eine reguläre C2-Kurve.

Aufgabe (99.13) Für gegebene Zahlen 0 < d < r
betrachten wir die Schraubenlinie

α(t) :=



r cos t
r sin t
d · t


 .

(a) Zeige, daß es t1 < t2 derart gibt, daß die Tangenti-
alvektoren α̇(t1) und α̇(t2) aufeinander senkrecht stehen.

(b) Wir bezeichnen mit E1 die Ebene durch α(t1) mit
Normalenvektor α̇(t1) und mit E2 die Ebene durch α(t2)
mit Normalenvektor α̇(t2). Zeige: Spiegelt man das Kur-
venstück α([t1, t2]) an E2 und die so verlängerte Kurve an
E1, so ergibt sich eine geschlossene C2-Kurve konstanter
Krümmung, die kein Kreis ist.

Geschlossene Raumkurve konstanter Krümmung.

Aufgabe (99.14) Es seien x, y : (−ε, ε) → R Funk-
tionen mit y(t)2 = x(t)3 für alle t sowie x(0) = y(0) = 0.
Zeige unter den folgenden Voraussetzungen, daß dann
zwangsläufig ẋ(0) = ẏ(0) = 0 gelten muß!

(a) x und y sind von der Klasse Cω

(b) x und y sind von der Klasse C3

(c) x und y sind stetig und an der Stelle 0 differentiierbar

Aufgabe (99.15) Es seien I ⊆ R ein offenes Inter-
vall und γ : I → Rn eine C1-Abbildung. Auf der Menge
I0 := {t ∈ I | γ̇(t) 6= 0} ist dann eine Einheitstangen-
tenabbildung

T (t) :=
γ̇(t)

‖γ̇(t)‖
definiert. Beweise die Äquivalenz der beiden folgenden
Aussagen:
(1) es gibt eine Umparametrisierung τ : J → I derart,

daß α := γ ◦ τ eine reguläre C1-Abbildung ist;
(2) die Abbildung T : I0 → Rn läßt sich stetig auf ganz

I fortsetzen.
Anschaulich bedeutet diese Aussage, daß man eine Kur-
ve genau dann ohne anzuhalten durchlaufen kann, wenn
man sie mit konstanter Einheitsgeschwindigkeit durchlau-
fen kann. (Wie die folgenden Beispiele zeigen, kann man
diese Aussage anwenden, um die Existenz oder Nichtexi-
stenz einer regulären Parametrisierung einer Kurve nach-
zuweisen.)

Aufgabe (99.16) (a) Die Normalparabel C :=
{(x, y) ∈ R2 | y = x2} wird durch die C1-Abbildung
γ(t) := (t3, t6) parametrisiert, die aber an der Stelle t = 0
nicht regulär ist. Benutze die vorhergehende Aufgabe, um
aus γ eine reguläre Parametrisierung von C zu gewinnen.

(b) Die Neilsche Parabel C := {(x, y) ∈ R2 | y2 = x3}
wird durch die C1-Abbildung γ(t) := (t2, t3) parametri-
siert, die aber an der Stelle t = 0 nicht regulär ist. Benut-
ze die vorhergehende Aufgabe zum Nachweis, daß diese
Nichtregularität nicht korrigiert werden kann!

Bemerkung: Beim Auftreten singulärer Punkte ei-
ner Parametrisierung muß man also unterscheiden, ob die-
se nur in der ungeschickten Wahl der Parametrisierung
begründet sind oder in einem wirklichen geometrischen
Defekt der zugrundeliegenden Punktmenge.

(
Vgl. Aufga-

be (97.2).
)
Diese Unterscheidung ist wesentlich bei der

Herausbildung des Mannigfaltigkeitsbegriffs.

Aufgabe (99.17) Für eine fest vorgegebene Zahl a 6=
0 betrachten wir die Kurve ay2 = x3. Zeige, daß jeder
Punkt P dieser Kurve bis auf einen die Eigenschaft hat,
daß die Tangente an die Kurve im Punkt P die Kurve in
genau einem weiteren Punkt Q schneidet. Welches ist der
Ausnahmepunkt?

Aufgabe (99.18) Es sei C = {(x, y) ∈ R2 | y = |x|}.
(a) Besitzt C eine C∞-Parametrisierung?
(b) Besitzt C eine Cω-Parametrisierung?
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Aufgabe (100.22) Wir betrachten einen senkrech-
ten Kreiskegel mit dem Öffnungswinkel α zwischen der
Symmetrieachse und jeder Leitlinie. Dieser Kegel stehe
mit der Spitze nach oben auf dem Boden und habe eine
glatte Oberfläche.

(a) Wir werfen eine Lassoschlinge über den Kegel und
ziehen das Seil straff. Welche Form hat die Kurve, entlang
der sich die Schlinge um den Kegel legt? Handelt es sich
um eine ebene Kurve?

(b) Wenn der Winkel α zu groß (der Kegel also zu
flach) ist, legt sich die Lassoschlinge nicht straff um den
Kegel, sondern rutscht beim Straffziehen über die Kegel-
spitze weg. Ab welchem Wert für α ist dies der Fall?

Aufgabe (100.23) Eine Geodätische auf dem Torus
mit der Parametrisierung

x(ϕ, θ) =



(R+ r cos θ) cosϕ
(R + r cos θ) sinϕ

r sin θ




beginne an einem Punkt des oberen Kreises θ = π/2, und
zwar in einer Richtung tangential zu diesem Kreis. Be-
schreibe den weiteren Verlauf dieser Geodätischen!

Aufgabe (100.24) Es sei α eine Geodätische auf
dem Rotationsparaboloid z = x2 + y2, die kein Meridian
ist. Zeige, daß α sich unendlich oft um das Paraboloid her-
umwindet und sich dabei unendlich oft selbst schneidet.

Geodätische auf einem Rotationsparaboloid.

Aufgabe (100.25) Es sei α eine Geodätische auf
dem Rotationshyperboloid x2+y2−z2 = 1, die kein Meri-
dian ist. Es sei B der Breitenkreis, der durch die Gleichun-
gen x2 + y2 = 1 bzw. z = 0 gegeben ist. Die Geodätische
α starte in einem Punkt (x0, y0, z0) mit z0 > 0. Zeige, daß
es genau die folgenden Möglichkeiten gibt:

Geodätische auf einem Rotationshyperboloid.

(a) α bewegt sich ständig nach oben, erreicht beliebig
große Höhen und schmiegt sich asymptotisch an einen
Meridian an;

(b) α bewegt sich zunächst nach unten, erreicht einen tief-
sten Punkt und bewegt sich von diesem aus ständig
nach oben wie in (a);

(c) α bewegt sich ständig nach unten und nähert sich
asymptotisch an den Breitenkreis B an;
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A101: Die Jordan-Peanosche Inhaltstheorie

Aufgabe (101.1)Gib jeweils zwei verschiedeneMög-
lichkeiten an, die folgende Figur in drei bzw. vier inhalts-
gleiche Teile zu zerlegen!

Aufgabe (101.2) Aus einem parallelogrammförmi-
gen Brett wurde ein kleineres Parallelogramm entfernt.
Der verbleibende Rest soll mit einem geraden Schnitt in
zwei Teile mit gleichem Flächeninhalt zerlegt werden. Wie
ist der Schnitt zu legen?

Aufgabe (101.3) (a) Von den vier Ecken eines Qua-
drates mit der Kantenlänge 1 wird jeweils der Winkel α
gegenüber der von der jeweiligen Ecke ausgehenden Kan-
te abgetragen; die vier entstehenden Geraden umschließen
dann ein kleineres Quadrat, das in dem ursprünglichen
enthalten ist. Welchen Flächeninhalt hat dieses Quadrat?

(b) Bei der Konstruktion in (a) entstehen neben dem
inneren Quadrat vier kongruente Dreiecke; werden diese
nach außen geklappt (also an der jeweils außenseitigen
Begrenzungslinie gespiegelt), so entsteht ein größeres Qua-
drat, welches das ursprüngliche enthält. Welchen Flächen-
inhalt hat dieses Quadrat?

α

Aufgabe (101.4) Über den drei Seiten eines recht-
winkligen Dreiecks sei die gleiche Jordan-meßbare Men-
ge eingezeichnet, jeweils skaliert im Verhältnis der Seiten.
Zeige, daß die Flächensumme der Figuren über den bei-
den Katheten übereinstimmt mit dem Flächeninhalt der
Figur über der Hypotenuse.

Aufgabe (101.5)Drücke das Verhältnis der Flächen-
inhalte der beiden gleichseitigen Dreiecke D1 und D2

durch die angegebenen Längen a und b aus!

D1

D2

a

b
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A102: Inhalte elementargeometrischer Figuren

Aufgabe (102.1) Die Flächeninhalte der drei Qua-
drate seien wie in der Zeichnung angegeben (jeweils in
Quadratmetern). Welchen Flächeninhalt hat das von ih-
nen eingeschlossene Dreieck?

74 qm
116 qm

370 qm

Welchen Flächeninhalt hat das Dreieck in der Mitte?

Aufgabe (102.2) Zwei identische Rechtecke mit den
Seitenlängen a = 1m und b = 3m werden wie abgebil-
det aufeinandergelegt.Welchen Flächeninhalt hat der grau
markierte Überlappungsbereich?

a

b

x

Aufgabe (102.3) Auf den Seiten eines gegebenen
Dreiecks ABC sollen wie skizziert Punkte P und Q
gewählt werden, für die die entstehenden Dreiecke CAP ,
APQ und PQB flächengleich sind. Wie kann man die
Punkte P und Q konstruieren?

A B

C

Q

P

Aufgabe (102.4) Einem Quadrat mit der Kanten-
länge a werde wie skizziert ein gleichseitiges Dreieck ein-
beschrieben.

(a) Welche Seitenlänge b hat dieses Dreieck?
(b) Wieviel Prozent der Quadratfläche macht die

Dreiecksfläche aus?

a

b

Aufgabe (102.5) Bei einem gleichseitigen Dreieck
der Seitenlänge a werden die Ecken durch Kreise mit Ra-
dius r abgerundet. Welche Fläche geht dabei verloren?

a

r
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Aufgabe (111.15) Berechne das Integral
∫∫

D

x3y d(x, y),

wobei D das in der Skizze angegebene Viereck mit den
Ecken (0, 0), (3, 0), (1, 1) und (0, 3) bezeichnet.

D

-1 1 2 3 4

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

Aufgabe (111.16) Berechne das Integral
∫∫

D

2x2y d(x, y),

wobei D der in der Skizze angegebene Bereich ist, der von
der Geraden y = x+1 sowie den Parabelbögen y = (x−1)2

und y = x2 − 1 begrenzt wird.

D
-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Aufgabe (111.17) Wir betrachten für x, y > 0 die
Funktion

f(x, y) :=
x2 − y2

(x2 + y2)2
=

∂2

∂x∂y
arctan

(
x

y

)
.

Zeige, daß die iterierten Integrale
∫ 1

0
(
∫ 1

0
f(x, y) dy) dx

und
∫ 1

0 (
∫ 1

0 f(x, y) dx) dy beide existieren, aber verschie-
den sind. Erkläre dieses Phänomen!

Aufgabe (111.18) Es seien 0 < a < b und 0 < c < d
fest vorgegebene Zahlen. Berechne den Flächeninhalt des
Bereichs B, der zwischen den Geraden y = ax und y = bx
sowie zwischen den Hyperbeln y = c/x und y = d/x liegt!

xy=c

xy=d

y/x=a

y/x=b

D

Aufgabe (111.19) Drücke den Flächeninhalt des
grau markierten Bereichs durch Integrale aus, und zwar
sowohl in kartesischen Koordinaten als auch in den Ko-
ordinaten u = x2 + y2 und v = x2 − y2. Berechne dann
diesen Flächeninhalt!

x2+y2=4

x2+y2=9

x2-y2=1

x2-y2=4

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

Aufgabe (111.20)Es seiD das Parallelogramm, das
durch die Geraden x + y = 0, x + y = 1, 2x − y = 0 und
2x − y = 3 begrenzt wird. Fertige eine Skizze von D an
und berechne dann das Integral

∫∫
D
(x+y)2 d(x, y) mittels

einer geeigneten Substitution!

Aufgabe (111.21) Es sei D das Dreieck mit den
Ecken (0, 0), (1, 0) und (0, 1). Berechne des Integral

∫∫

D

cos

(
x− y

x+ y

)
d(x, y).

Hinweis: Substituiere u = x− y und v = x+ y.
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aus endlich vielen überlappungsfreien ebenen Flächen-
stücken zusammensetzen. Wie läßt sich der Satz dann auf
allgemeinere Flächen übertragen?

Aufgabe (116.8) Verifiziere die Gültigkeit des Sat-
zes von Stokes für F (x, y, z) = (−3y, 3x, z4)T , wenn Ω den
Teil des Ellipsoids 2x2 +2y2 + z2 = 1 oberhalb der Ebene
z = 1/

√
2 bezeichnet.

Aufgabe (116.9) Ein Planimeter ist ein Gerät,
das einen von einer gegebenen Kurve eingeschlossenen
Flächeninhalt berechnet. Ein Linearplanimeter besitzt
dabei einen beweglichen Arm PQ, dessen einer Endpunkt
P sich nur entlang einer festen Geraden bewegen kann
und an dessen anderem Endpunkt Q ein Stift sitzt, mit
dem die fragliche Kurve durchlaufen wird. Der Arm PQ
ist dabei im Punkt P frei drehbar.

P

Q

Ein Polarplanimeter besitzt demgegenüber zwei beweg-
liche Arme OP und PQ, wobei der Punkt O unbeweglich
ist (so daß sich der Punkt P nur auf einer Kreislinie um O
bewegen kann), während der Arm PQ die gleiche Funkti-
onsweise hat wie beim Linearplanimeter.

P

Q

O

Am Arm PQ befindet sich ein Rädchen, das während der
Bewegung des Arms am Boden rollen und gleiten kann. (In
der Praxis ist das Rädchen meist an einer Achse befestigt,
die parallel zu PQ verläuft und fest mit dem Arm PQ ver-
bunden ist, aber das spielt für unsere Überlegungen keine
Rolle.) Zeige: Ist ℓ die Länge des Arms PQ und ist s die
vom Rad abgerollte orientierte Strecke, so ist sℓ gerade der
von der fraglichen Kurve eingeschlossene Flächeninhalt.
(In der Praxis ist das rollende Rädchen mit einem Zähl-
werk kombiniert, an dem man die Zahl der Umdrehungen
des Rädchens bzw. der abgerollten Strecke ablesen kann.)

Aufgabe (116.10) Es seien Ω ⊆ R3 eine offene Men-
ge und F : Ω → R3 ein C1-Vektorfeld. Beweise die folgen-
den Aussagen!
(a) Genau dann gilt rotF = 0, wenn für alle Kurven

C ⊆ Ω, die zwei fest vorgegebene Punkte x, y ∈ Ω ver-
binden, die Kurvenintegrale

∫
C
〈F, dx〉 den gleichen

Wert liefern.
(b) Genau dann gilt divF = 0, wenn für alle Flächen

A ⊆ Ω, die von einer fest vorgegebenen Kurve C be-
randet werden, die Oberflächenintegrale

∫
A〈F, n〉dσ

den gleichen Wert liefern.

Aufgabe (116.11) Es sei K := {(cosϕ, sinϕ, 0) |
ϕ ∈ R} = {(x, y, z) | x2+y2 = 1, z = 0} der Einheitskreis
um den Nullpunkt in der xy-Ebene. Wir definieren F :
R3 \K → R3 durch

F (x, y, z) :=
1

(x2+y2−1)2 + z2




−2xz
−2yz

x2+y2−1


 .

(a) Rechne nach, daß rot(F ) = 0 gilt!
(b) Es sei C der Streckenzug, der nacheinander die Punk-

te (2, 0,−1), (2, 0, 1), (0, 0, 1) und (0, 0,−1) verbindet.
Berechne das Kurvenintegral

∫
C
〈F, dx〉.

(c) Begründe, warum es keine Funktion ϕ : R3 \K → R
mit F = grad(ϕ) geben kann!

(d) Es sei U := {(x, y, z) ∈ R3 | z 6= 0}, und es sei
ϕ : U → R definiert durch

ϕ(x, y, z) := arctan

(
1− x2 − y2

z

)
.

Rechne nach, daß F = grad(ϕ) auf U gilt.

Aufgabe (116.12) Es sei U := R3 \ {0}. Ferner be-
zeichnen wir mit S := {x ∈ R3 | ‖x‖ = 1} die Einheits-
sphäre und mit L := R(0, 0, 1)T die z-Achse. Wir definie-
ren F : U → R3 durch

F (x, y, z) :=
1

(x2 + y2 + z2)3/2



x
y
z


 .

(a) Rechne nach, daß div(F ) = 0 gilt!
(b) Berechne das Integral

∫∫
S
〈F, n〉dσ.
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(c) Begründe, warum es kein Vektorfeld G : U → R3 mit
F = rot(G) geben kann!

(d) Definiere G : R3 \ L→ R3 durch

G(x, y, z) :=
z

(x2+y2)
√
x2+y2+z2




y
−x
0


 .

Zeige, daß F = rotG auf R3 \ L gilt.

Aufgabe (116.13) Der Raumwinkel Ω, unter dem
eine Fläche Σ von einem Punkt p aus gesehen wird, ist
definiert als das Integral

Ω =

∫∫

x∈Σ

〈x− p, n〉
‖x− p‖3 dσ(x) .

Erläutere diese Begriffsbildung (etwa auch durch Ver-
gleich mit der analogen Begriffsbildung für ebene Winkel)
und erkläre ihren Zusammenhang mit der vorhergehenden
Aufgabe!

Raumwinkel Ω, unter dem ein Flächenstück Σ von einem
Punkt p aus gesehen wird; dieser Punkt ist der Mittel-
punkt der eingezeichneten Kugel.

Aufgabe (116.14) Eine Rechtecksfläche (Breite b,
Höhe h) werde von einem Augpunkt A aus betrachtet,
der sich im Abstand a von der Rechtecksebene befindet
und von dem aus das Lot direkt auf den Mittelpunkt des
Rechtecks fällt. Unter welchem räumlichen Winkel wird
die Rechtecksfläche von A aus gesehen?

Aufgabe (116.15) Gib die im Beweis des Brouwer-
schen Fixpunktsatzes benutzte Abbildung g direkt an!

Aufgabe (116.16) Zeige: Ist C ⊆ Rn eine abge-
schlossene konvexe Menge mit nichtleerem Inneren, so ist
C homöomorph zur abgeschlossenen Einheitskugel in Rn.
Hinweis: Ist Bε(x0) ⊆ C, so schneidet jeder von x0 aus-
gehende Strahl sowohl den Rand von Bε(x0) als auch den
von K in einem eindeutig bestimmten Punkt.

Aufgabe (116.17)Die drei Ecken eines Dreiecks sei-
en rot, grün und blau gefärbt. Dieses Dreieck werde trian-
guliert, also in kleinere Dreiecke unterteilt, und alle Ecken
der auftretenden kleineren Dreiecke sollen unter Benut-
zung der drei Farben rot, grün und blau gefärbt werden.
Dabei ist die Farbwahl für die im Innern des ursprüng-
lichen Dreiecks liegenden Ecken völlig beliebig. Dagegen
muß eine in der Triangulierung auftretende Ecke, die auf
einer Kante des ursprünglichen Dreiecks liegt, die gleiche
Farbe tragen wie einer der beiden Endpunkte dieser Kan-
te. Zeige, daß dann innerhalb der Triangulierung minde-
stens ein Dreieck auftritt, dessen Ecken drei verschiedene
Farben haben.

Dreieck mit zu färbenden Ecken einer Triangulierung.
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Aufgabe (120.35) Auf einem mit konstanter Ge-
schwindigkeit u umlaufenden Band bewege sich eine Mas-
se m (Haftreibungskoeffizient µ0, Gleitreibungskoeffizient
µ). Diese Masse sei mit einer Feder der Steifigkeit k und
der ungedehnten Federlänge x0 an der Wand befestigt.

m

x(t)

u

g

k

Federgehaltene Masse auf rauhem Band.

(a) Bei welcher Koordinate x1 kann die Masse auf dem
umlaufenden Band in Ruhe bleiben?

(b) Aus der Lage x = x1 heraus werde zur Zeit t = 0
der Massem die Absolutgeschwindigkeit u erteilt. Be-
schreibe die nachfolgende Bewegung der Masse! (Es
ist sinnvoll, statt der Funktion t 7→ x(t) die Funktion
t 7→ ξ(t) := x(t)− x1 zu beschreiben.)

Bemerkung: Das in dieser Aufgabe beschriebene System
kann als ein grobes Modell für die Erregung von Schwin-
gungen einer Bratschensaite interpretiert werden.

Aufgabe (120.36) Eine durchbohrte Glasperle glei-
te auf einem kreisförmigen Ring (Radius r, Gleitreibungs-
zahl µ), der in einer horizontalen Ebene senkrecht zur
Schwerkraftrichtung liegt. In der Lage ϕ = 0 habe die
Perle die Anfangsgeschwindigkeit v0.

Perle auf rauhem Ring.

(a) Stelle die Bewegungsgleichung auf!
(b) Drücke ϕ̇2 als Funktion von ϕ aus!
(c) Wir groß muß v0 mindestens sein, damit die Perle

einen vollen Umlauf vollendet?
(d) Wie groß ist der Energieverlust bei einem Umlauf?

Aufgabe (120.37) Eine Masse m sei mit einem
Seil über eine fest an der Decke befestigte Rolle (Radi-
us r1, Masse m1, Trägheitsmoment Θ1 = m1r

2
1/2 um die

Symmetrieachse) mit einer zylindrischenWalze verbunden
(Radius r2, Massem2, Trägheitsmoment Θ2 = m2r

2
2/2 um

die Symmetrieachse), die eine schiefe Ebene (Neigungs-
winkel α) hinabrolle. Bestimme die Beschleunigung der
am Seil hängenden Masse!

m

h

x

y

α

r2,m2,Θ2

r1,m1,Θ1

φ

Abrollende Walze, die eine Masse nach oben zieht.

Aufgabe (120.38) Wir betrachten eine Garnrolle
mit dem Gewicht G und dem Trägheitsmoment Θ um ihre
Symmetrieachse. Der Radius des Kerns sei r, der Außenra-
dius der Rolle sei R; der Haftreibungskoeffizient zwischen
der Rolle und ihrer Unterlage sei µ0. Wir ziehen mit der
konstanten Kraft S an dem Faden der Garnrolle, und zwar
unter dem Winkel α gegenüber der Horizontalrichtung.

(a) Wenn kein Rutschen auftritt, bewegt sich die Garn-
rolle dann auf uns zu oder von uns weg?

(b) Wie groß darf bei fest gewähltem Winkel α die Kraft
S höchstens sein, damit kein Rutschen auftritt?

α

S

Garnrolle, an der gezogen wird.
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Aufgabe (120.50) Eine Kugel mit Radius r und
Massem befindet sich in Ruhe auf einer Kugel mit Radius
R und Masse M . Sie wird leicht angeschubst und rollt
dann entlang der ruhenden Kugel nach unten. Bei welchem
Winkel ϕ verliert sie den Kontakt zu der ruhenden Kugel?
Wie ändert sich die Lösung, wenn die sich bewegende bzw.
die ruhende Kugel ersetzt wird durch einen Zylinder?

x

y

φ

Auf anderer Kugel abrollende Kugel.

Bemerkung: Nimm vereinfachend an, daß die Ku-
gel bis zum Kontaktverlust rollt. In Wirklichkeit beginnt
sie ab einem bestimmten Punkt (welchem?) zu rutschen,
und ab dem Beginn des Rutschens müßte man die Rollbe-
dingung ersetzen durch die Gleichung H = µN mit dem
Gleitreibungskoeffizienten µ, was aber etwas mühsam ist.

Aufgabe (120.51) (a) Eine Kugel mit Radius r und
Massem rolle innerhalb einer Hohlkugel mit Radius R > r
und MasseM . Stelle die Bewegungsgleichung auf! Bestim-
me im Fall kleiner Auslenkungen um die Ruhelage die Fre-
quenz, mit der sich die kleine Kugel um ihre Ruhelage hin
und her bewegt.

x

y

φ

In anderer Kugel abrollende Kugel.

(b) Wie ändert sich die Lösung, wenn wir nicht eine
Kugel in einer Hohlkugel, sondern einen Zylinder inner-
halb eines Hohlzylinders betrachten?

Aufgabe (120.52) Der abgebildete Roboterarm be-
steht aus zwei Armen A1 und A2. An den Gelenken G1

und G2 seien Elektromotoren angebracht, die Drehmo-
mente t 7→ M1(t) bzw. t 7→ M2(t) aufbringen. Stelle für
die Winkel t 7→ q1(t) und t 7→ q2(t) die resultierenden Be-
wegungsgleichungen auf! Verwende dabei für i = 1, 2 die
folgenden Bezeichnungen:

• Li = Länge von Ai (also L1 = G1G2 und L2 = G2E);

• ℓi = Abstand von Gi zum Schwerpunkt Si von Ai;

• mi = Masse von Ai;

• Θi = Trägheitsmoment von Ai bezüglich der Schwer-
punktsachse senkrecht zur Bewegungsebene.

q1

q2

G1

G2S1

S2

E

M1

M2

Roboterarm.

Zeige insbesondere, daß sich mit den Bezeichnungen q =
(q1, q2)

T und M = (M1,M2)
T die Bewegungsgleichungen

in der Form H(q)q̈ + b(q, q̇) + g(q) =M schreiben lassen,
wobei H(q) eine invertierbare (2× 2)-Matrix und jede der
beiden Komponenten von b von der Form q̇TB(q)q̇ mit
einer (2× 2)-Matrix B ist.

Aufgabe (120.53) Die abgebildete Scheibe habe
die Masse m und das Trägheitsmoment θ bezüglich der
Schwerpunktsachse senkrecht zur Scheibenebene. Die Schei-
be sei an dem Punkt A frei drehbar aufgehängt. Leite eine
Differentialgleichung für die Funktion t 7→ ϕ(t) her! Mit
welcher Frequenz schwingt die Scheibe bei kleinen Auslen-
kungen aus ihrer Ruhelage ϕ = 0?

A

S

φ

Körperpendel.
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Aufgabe (123.10) Es sei p eine Gleichgewichtslage
des Systems ẋ(t) = f

(
x(t)

)
, und es gebe eine nichtkon-

stante Lösung t 7→ x(t) dieses Systems mit x(t) → p für
t→ −∞. Zeige, daß die Gleichgewichtslage p instabil ist.

Aufgabe (123.11) Wir betrachten das Vinograd-
System

ẋ =
x2(y − x) + y5

(x2 + y2)
(
1 + (x2 + y2)2

)

ẏ =
y2(y − 2x)

(x2 + y2)
(
1 + (x2 + y2)2

)

mit einer rechten Seite, die für (x, y) = (0, 0) als Null zu
verstehen ist. Es sei Γ die Kurve mit der Parameterdar-
stellung

x(t) =
1

t2

√
1− t

t
, y(t) =

1

t

√
1− t

t
(0 < t ≤ 1),

und die Mengen Ia, Ib, II und III seien folgendermaßen
definiert:
• Ia ist die Menge aller Punkte der oberen Halbebene,
die unterhalb der Geraden y = −x liegen;

• Ib ist die Menge aller Punkte, die sowohl oberhalb
der Geraden y = −x als auch oberhalb der Geraden
y = 2x liegen;

• II ist die Menge aller Punkte im ersten Quadranten,
die unterhalb der Geraden y = 2x und oberhalb der
Kurve Γ liegen;

• III ist die Menge aller Punkte im ersten Quadranten,
die unterhalb der Kurve Γ liegen.

Ia

Ib

II

III

Γ

x

>0, y


>0 x


>0, y


<0

x

<0, y


<0

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

-0.2

0.2

0.4

���

���

1.0

1.2

Beweise die folgenden Aussagen!
(a) Der Punkt (0, 0) ist die einzige Gleichgewichtslage des

Systems.
(b) Ist t 7→

(
x(t), y(t)

)
eine Lösungskurve des Systems,

dann auch t 7→
(
−x(t),−y(t)

)
. (Was bedeutet dies

für das Aussehen des Phasenportraits?)
(c) Der negative und der positive Teil der x-Achse sind

Trajektorien, die auf die Gleichgewichtslage (0, 0) zu-
laufen.

(d) Die Nullisokline bezüglich y ist die Vereinigung der
x-Achse mit der Geraden y = 2x.

(e) Die Nullisokline bezüglich x ist eine Kurve, deren in
der oberen Halbebene verlaufender Teil gerade Γ ist.

(f) Jede in Ia beginnende Trajektorie muß Ia verlassen
und in Ib eindringen.

(g) Jede in Ib beginnende Trajektorie muß Ib verlassen
und in II eindringen.

(h) Jede in II beginnende Trajektorie muß II verlassen,
um in III einzudringen.

(i) Jede in III beginnende Trajektorie verbleibt in III
und läuft für t→ ∞ gegen (0, 0).

(j) Die Gleichgewichtslage (0, 0) ist attraktiv, und zwar
sogar global: Jede Systemtrajektorie läuft für t→ ∞
gegen (0, 0).

(k) Eine Trajektorie durch einen Punkt der Form (x, y)
mit y = 3x passiert diesen Punkt genau dann mit
einer Steigung größer als 3, wenn y < 1/

√
27 gilt.

(l) Es sei η eine Zahl mit 0 < η < 1/
√
27, und es sei D

das Dreieck mit den Begrenzungslinien x = 0 (linker
Rand), y = 3x (rechter Rand) und y = η (oberer
Rand). Jede am linken oder rechten Rand startende
Trajektorie läuft dann in das Dreieck D hinein und
verläßt dieses durch den oberen Rand wieder.

(m) Es gibt eine Zahl ξ derart, daß jede vom linken Rand
her inD eindringende Trajektorie dieses Dreieck links
von (ξ, η) wieder verläßt, während jede vom rechten
Rand her in D eindringende Trajektorie dieses Drei-
eck rechts von (ξ, η) wieder verläßt.

(n) Eine durch (ξ, η) laufende Trajektorie läuft für t →
−∞ gegen (0, 0) (und nach (k) auch für t→ ∞).

(o) Die Gleichgewichtslage (0, 0) ist nicht stabil.

Hinweis zu (g): Zu jedem Punkt p ∈ Ib gibt es eine
Konstante C derart, daß p in dem Dreieck D mit den
Begrenzungslinien y = −x, y = 2x und y = x + C liegt.
Begründe, warum die in p beginnende Trajektorie nicht in
D verbleiben kann, sondern D über die Randlinie y = 2x
verlassen muß, um in II einzudringen.

Aufgabe (123.12) Bestimme in jedem der folgen-
den Beispiele alle Gleichgewichtslagen des angegebenen
Systems und untersuche sie auf Stabilität hin!

(a)

[
ẋ
ẏ

]
=

[
x− x3 − xy2

2y − y5 − x4y

]

(b)

[
ẋ
ẏ

]
=

[
x2 + y2 − 1
x2 − y2

]

(c)

[
ẋ
ẏ

]
=

[
x2 + y2 − 1

2xy

]

(d)

[
ẋ
ẏ

]
=

[
6x− 6x2 − 2xy
4y − 4y2 − 2xy

]

(e)

[
ẋ
ẏ

]
=

[
tan(x+ y)
x+ x3

]

(f)

[
ẋ
ẏ

]
=

[
ey − x
ex + y

]

(g)

[
ẋ
ẏ

]
=

[
1− xy
x− y3

]

(h)

[
ẋ
ẏ

]
=

[
−y + x3

x+ y3

]
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Aufgabe (126.10) Wir definieren f(x) := x3 − 4x
für −2 ≤ x ≤ 2 und setzen diese Funktion mit der Periode
4 fort. Beweise, daß für alle x ∈ R die Darstellung

f(x) =
96

π3

∞∑

n=1

(−1)n

n3
sin
(nπx

2

)

gilt, und benutze die Parsevalsche Formel zum Nachweis
der Gleichung

∞∑

k=1

1

k6
=

π6

945
.

Aufgabe (126.11) Beweise Folgerung (126.20) im
Buch: Ist f : [a, b] → C Lebesgue-integrierbar, so gilt∫ b

a
f(x)e−ikx dx→ 0 für |k| → ∞.

Aufgabe (126.12) Die 2π-periodische Funktion f
sei Lipschitz-stetig auf einem Intervall I ⊆ [0, 2π). Zeige,
daß dann die Folge (Snf) der Partialsummen der Fourier-
reihe von f gleichmäßig auf I gegen f konvergiert.

Hinweis: Modifiziere den Beweis von Satz (126.23)
im Buch.

Aufgabe (126.13)Wir betrachten die 2π-periodische
Funktion f mit f(x) = 0 für x ∈ Z · π sowie

f(x) =

{
−1, falls −π < x < 0;
1, falls 0 < x < π.

Nach Beispiel (126.9) im Buch ist die Fourierreihe von f
gegeben durch

4

π

∞∑

k=0

sin
(
(2k + 1)x

)

2k + 1
.

Bestimme für jede Zahl N ∈ N die lokalen Minima und
Maxima der Partialsummen

fN (x) :=
4

π

N−1∑

k=0

sin
(
(2k + 1)x

)

2k + 1
.

Zeige, daß die Funktion fN ihr globales Maximum an der
Stelle π/(2N) annimmt und daß es eine Zahl c ∈ R mit
c ≈ 1.18 gibt mit fN

(
π/(2N)

)
→ c für N → ∞.

Bemerkung: Nach Satz (126.23) im Buch konver-
giert die Funktionenfolge (fN) punktweise gegen f . Die-
se Aufgabe zeigt, daß aber in der Nähe der Sprungstel-
le 0 die Funktionen fN den links- und den rechtsseitigen
Funktionsgrenzwert von f in konsistenter Weise um einen
Betrag überschreiten, der rund 9% der Sprunghöhe aus-
macht. Dieser Sachverhalt wird als Gibbssches Phäno-
men bezeichnet.

Gibbssches Phänomen: Konsistentes Überschießen der
links- und rechtsseitigen Grenzwerte der Funktion f durch
die Partialsummen der Fourierreihe von f in der Nähe ei-
ner Sprungstelle von f .

Aufgabe (126.14) Die Funktion g erfülle die Vor-
aussetzungen des Satzes von Dirichlet und habe an der
Stelle x0 eine Sprungstelle. Zeige, daß dann die Partial-
summen Sng der Fourierreihe von g die links- und rechts-
seitigen Grenzwerte von g an der Stelle x0 in einer Um-
gebung von x0 konsistent um einen Betrag überschreiten,
der rund 9% der Sprunghöhe beträgt. (Das in der vorigen
Aufgabe in einem speziellen Fall beobachtete Gibbssche
Phänomen ist also das typische Verhalten von Fourierrei-
hen in der Nähe einer Sprungstelle.)

Hinweis: Betrachte die Funktion

h(x) := g(x)− g(x+0 )− g(x−0 )
2

· f(x− x0)

(mit h(x0) :=
(
g(x+0 ) + g(x−0 )

)
/2), wobei f die in der vo-

rigen Aufgabe betrachtete Funktion ist.

Aufgabe (126.15) Es sei u(x, t) die Temperatur der
Erde zur Zeit t in der Tiefe x ≥ 0 unterhalb der Erd-
oberfläche. Es ist plausibel, daß u periodisch in t mit der
Periode 1 (ein Jahr) ist. Mit einer geeigneten Konstanten
α erfüllt u die Wärmeleitungsgleichung

∂u

∂t
=

α

2
· ∂

2u

∂x2
.

Benutze diese Gleichung, um die Funktion u aus der Ober-
flächentemperatur f(t) = u(0, t) zu ermitteln. Was ergibt
sich insbesondere, wenn f(t) = sin(2πt) gilt? (Dabei sei
die Temperatur so normiert, daß die über ein Jahr gemit-
telte Durchschnittstemperatur gerade Null ist.)
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A134: Schätzung von System-
und Meßparametern

Aufgabe (134.1) Ein Schiff befinde sich zur Zeit
t = 0 an einer Position (x0, y0) im ersten Quadranten und
bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit (u, v)T . Die
Anfangsposition und die Geschwindigkeit seien unbekannt
und sollen aus Messungen geschätzt werden, die von einer
sich im Punkt (0, 0) befindenden Station gemacht werden.
Dabei werden zwei Arten von Messungen durchgeführt:
Winkelmessungen zu Zeitpunkten t1, . . . , tm, bei denen
jeweils der Winkel zwischen der x-Achse und der Sicht-
linie zum Schiff hin gemessen wird; Abstandsmessungen
zu Zeitpunkten τ1, . . . , τn, bei denen jeweils der Abstand
des Schiffes zur Meßstation gemessen wird (etwa aus der
Laufzeit eines Signals).

(a) Wie wirken sich Änderungen in den Werten
x0, y0, u, v in linearer Näherung auf die resultierenden
Messungen aus?

(b) Welche Inkremente δx0, δy0, δu, δv müssen zu ge-
gebenen Schätzwerten x0, y0, u, v addiert werden, um die
Schätzungen möglichst gut an die erhaltenen Messungen
anzupassen?

(c) Zeige, daß man allein aus Winkelmessungen nicht
alle vier Parameter x0, y0, u, v schätzen kann, unabhängig
davon, wie viele Messungen man durchführt und zu wel-
chen Zeiten man sie durchführt.

(d) Zeige, daß man auch allein aus Abstandsmessun-
gen nicht alle vier Parameter x0, y0, u, v schätzen kann,
unabhängig von der Anzahl und den Zeitpunkten solcher
Messungen.

Aufgabe (134.2) Es sei X eine n-dimensionale nor-
malverteilte Zufallsvariable mit dem Erwartungswert µ ∈
Rn und der Kovarianzmatrix C ∈ Rn×n. Wir geben uns
eine Zahl 0 < α < 1 (ein “Konfidenzniveau”) vor und
suchen dann eine Zahl ε > 0 mit

p
(
(X − µ)TC−1(X − µ) ≤ ε

)
= α.

(Die Menge {x ∈ Rn | (x − µ)TC−1(x − µ) ≤ ε} ist ein
Ellipsoid mit dem Mittelpunkt µ, und ε > 0 ist so zu
wählen, daß X mit Wahrscheinlichkeit α Werte in diesem
Konfidenzellipsoid annimmt.) Gib an, wie man eine sol-
che Zahl ε > 0 finden kann!

Aufgabe (134.3) In der Situation von Aufgabe
(134.1) mit den Werten x0 = 100, y0 = 500, u = 20
und v = −10 seien u und v als bekannt vorausgesetzt,
während die Positionskoordinaten x0 und y0 aus Messun-
gen geschätzt werden sollen. Bei den Messungen werde an-
genommen, sie seien alle unabhängig normalverteilt mit
dem Erwartungswert 0 und den Standardabweichungen
σa = 15 für Abstandsmessungen und σw = 20 für Winkel-
messungen. (Die Daten sind völlig unrealistisch, weswe-
gen die Festlegung von Einheiten egal ist.) Das folgende

Diagramm zeigt die Konfidenzellipsen des Schätzparame-
ters (x0, y0) zum Konfidenzniveau α = 0.95 basierend auf
fünf Messungen zu den Zeiten t = 1, 2, 3, 4, 5 nach dem
Zeitpunkt, zu dem sich das Schiff in der zu schätzenden
Position befand.

0 200 400 6

 8

 1000

200

400

6
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Konfidenzintervalle der zu schätzenden Schiffsposition al-
lein aus Entfernungsmessungen (blau), allein aus Winkel-
messungen (rot) und aus Entfernungs- und Winkelmes-
sungen zusammen (schwarz).

Wenn man den zeitlichen Abstand zwischen je zwei
Messungen verdoppelt (wenn man also fünf Messungen
zu den Zeiten t = 2, 4, 6, 8, 10 nach dem Zeitpunkt
durchführt, zu dem sich das Schiff in der zu schätzenden
Position befand), ergibt sich das folgende Bild. (In beiden
Abbildungen sind durch schwarze Punkte die Positionen
des Schiffs zu den Zeitpunkten markiert, zu denen Mes-
sungen gemacht werden.)

0 200 400 ��� ��� 1000

200

400

���

���

Gleiches Bild bei Streuung der Messungen über ein größe-
res Zeitintervall.

Interpretiere die Abbildungen und formuliere eine Reihe
von Fragen über erzielbare Schätzgenauigkeiten, die man
in weiteren Simulationsläufen untersuchen kann!

134. Schätzung von System- und Meßparametern 137

Lösungen zu »Schätzung von System- und Meßparametern« siehe Seite 569



Aufgabe (139.12) (a) Bestimme die Singularitäten
der Funktion

f(z) :=
exp(z)

z2 · sin(z)
und an jeder Singularität das Residuum.

(b) Es sei f eine auf C\{0} holomorphe Funktion mit
dem Residuum Res(f, 0) = a−1, und es sei g(z) := f(z2).
Bestimme Res(g, 0)!

Aufgabe (139.13) (a) Bestimme die Singularitäten
der Funktion

f(z) :=
z2 + 2

√
3z + 1

z2 · cos(z)

und an jeder Singularität das Residuum.
(b) Es sei f eine auf C\{0} holomorphe Funktion mit

dem Residuum Res(f, 0) = a−1, und es sei g(z) := f(z3).
Bestimme Res(g, 0)!

Aufgabe (139.14) (a) Bestimme die Singularitäten
der Funktion

f(z) :=
z2 + 2z + 3

z2 · sin(z)
und an jeder Singularität das Residuum.

(b) Es sei f eine auf C\{0} holomorphe Funktion mit
der Laurent-Entwicklung f(z) =

∑∞
n=−∞ anz

n. Bestimme
das Residuum von g(z) := f(1/z) an der Stelle z0 = 0!

Aufgabe (139.15) Wir bezeichnen mit

Ω := {x+ iy ∈ C | 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ x}

das Gebiet zwischen der Winkelhalbierenden y = x und
der Parabel y = x2. Ferner sei C := ∂Ω die in mathe-
matisch positivem Sinne durchlaufene Randkurve von Ω.
Berechne das Kurvenintegral

∮
C
f(z) dz für die Funktion

f(z) = z2 +
9

z−1
+

7

(z−i)8 +
5

3+2i−6z
+ e1/(z−4).

Aufgabe (139.16) Wir betrachten die Kurve C, die
sich zusammensetzt aus der Strecke von 1 nach i, der
Strecke von i nach −1 sowie der unteren Hälfte des Krei-
ses x2 + y2 = 1 (durchlaufen in mathematisch positiver
Richtung). Berechne das Kurvenintegral

∮
C f(z) dz für die

Funktion

f(z) = |z|2+ 1

2z−1
+

2

3+4z
+

5

(6z−7)2
+

8

z−1 + i
+

9

z3
.

Aufgabe (139.17) Wir betrachten die Punkte A =
1 + i und B = −2 + 4i sowie die Kurve C, die sich zu-
sammensetzt aus dem Bogen der Parabel y = x2 zwischen
B und A und der Strecke von A nach B (durchlaufen in

mathematisch positiver Richtung). Berechne das Kurven-
integral

∮
C f(z) dz für die Funktion

f(z) = z + z +
2

z−3
+

4

z−i +
5

(z−i)2 .

Aufgabe (139.18) Es sei C die positiv orientierte
Kurve, die sich zusammensetzt aus dem Halbkreis x2 +
y2 = 1, x ≥ 0, sowie der Strecke von i nach −i. Berechne∫
C
f(z) dz für die Funktion

f(z) = |z|2 + 2z +
3

z−4
+ 5ez +

1

6−7z
+

1

8z+9
.

Aufgabe (139.19) Berechne die folgenden Integrale
durch Anwendung des Residuensatzes!

(a)

∫ ∞

−∞

dx

1 + x6

(b)

∫ ∞

−∞

x2

x4 + 1
dx

(c)

∫ ∞

0

x2

x6 + 1
dx

(d)

∫ ∞

−∞

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)
(0 < a < b)

(e)

∫ ∞

0

x sin(ax)

x2 + b2
dx (a, b > 0)

(f)

∫ ∞

0

cosx

(1 + x2)2
dx

(g)

∫ ∞

−∞

cosx

(x2 + a2)(x2 + b2)
dx (0 < a < b)

(h)

∫ ∞

0

cos(ax)

(x2 + b2)2
dx (a, b ∈ R)

(i)

∫ 2π

0

4

5 + 4 sinx
dx

(j)

∫ π

−π

dx

1 + sin2 x

(k)

∫ 2π

0

dx

1 + a sinx
(−1 < a < 1)

(l)

∫ π

0

cos(2x)

1 + a2 − 2a cosx
dx (−1 < a < 1)

(m)

∫ ∞

0

cos2 x

1 + x2
dx

(n)

∫ ∞

0

x2 cos2 x

x4 + 1
dx

(o)

∫ ∞

0

cos(x)

x6 + 1
dx

(p)

∫ ∞

0

1

x4 + x2 + 1
dx

Aufgabe (139.20) Die Funktion f sei holomorph
auf ganz C mit Ausnahme endlich vieler isolierter Singu-
laritäten, von denen keine reell sei, und es gelte f(z) → 0
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für |z| → ∞. Zeige, daß für ξ > 0 (bzw. ξ < 0) das Fourier-
Integral

∫∞
−∞ f(x)eiξxdx den Wert 2πi ·S hat, wobei S die

Summe der Residuen der Funktion z 7→ eiξzf(z) in der
oberen (bzw. unteren) Halbebene ist.

Aufgabe (139.21) Berechne das Integral

∫ ∞

−∞

1

x4 + x2 + 1
dx

(a) mit Hilfe des Residuenkalküls,
(b) mit rein reellen Methoden.

Aufgabe (139.22) Wir betrachten die Funktion

f(z) =
cot(πz)

z2
=

cos(πz)

z2 sin(πz)

sowie für jede natürliche Zahl n den in positiver Richtung
durchlaufenen Weg Cn, der aus den Seiten des Quadrats
mit den Ecken (n+ 1/2)(±1± i) besteht.

n+(1/2)

(n+(1/2))i

Cn

Zeige, daß | cot(πz)| ≤ 1/ tanh(nπ + π/2) für alle z ∈ Cn

gilt, und schließe daraus auf
∮
Cn
f(z) dz → 0 für n → ∞.

Berechne andererseits das Integral
∮
Cn
f(z) dz mit Hilfe

des Residuenkalküls. Welche Aussage ergibt sich?

Aufgabe (139.23) Leite mit der Methode der vor-
hergehenden Aufgabe die folgende Aussage her: Ist N eine
gerade natürliche Zahl, so gilt

∞∑

k=1

1

kN
= −π

2
Res

(
cot(πz)

zN
, 0

)

= −π
2
· 1

N !
· dN

dzN

∣∣∣∣∣
z=0

(
z cot(πz)

)
.

Berechne
∑∞

k=1(1/k
4) und

∑∞
k=1(1/k

6). Warum funktio-
niert die Methode nicht, um die Reihen

∑∞
k=1(1/k

N) mit
ungeraden Exponenten N zu berechnen?

Aufgabe (139.24) Die Funktion g sei analytisch auf
C mit Ausnahme einer endlichen Menge S von Singula-
ritäten, und es gebe Konstanten R,A > 0 und α > 1 mit

|g(z)| ≤ A

|z|α für |z| ≥ R.

Beweise die beiden folgenden Gleichungen!

(a)
∑

k∈Z\S
g(k) = −π

∑

σ∈S
Res (cot(πz)g(z), σ)

(b)
∑

k∈Z\S
(−1)kg(k) = −π

∑

σ∈S
Res

(
g(z)

sin(πz)
, σ

)

Aufgabe (139.25) Benutze Aufgabe (139.24), um
den Wert der Reihe

∞∑

k=1

(−1)k+1

k4
=

1

14
− 1

24
+

1

34
− 1

44
+− · · ·

zu berechnen!

Aufgabe (139.26)Berechne die Werte der folgenden
Reihen!

(a)
∞∑

n=1

1

(2n+ 1)4
=

1

14
+

1

34
+

1

54
+

1

74
+ · · ·

(b)

∞∑

n=1

1

n4 + n2 + 1

(c)

∞∑

n=1

(−1)n+1

n2
=

1

12
− 1

22
+

1

32
− 1

42
+− · · ·

(d)

∞∑

n=1

(−1)n+1

(2n+ 1)3
=

1

13
− 1

22
+

1

32
− 1

42
+− · · ·

(e)

∞∑

n=1

1

n2 + a2
(a > 0)

(f)

∞∑

n=−∞

(−1)n

(n+ a)2
(a ∈ R \ Z)

Aufgabe (139.27) Es seien t, a, τ > 0 fest vorgege-
bene reelle Zahlen. Bestimme alle Singularitäten der Funk-
tion

f(z) =
−etz

z + ae−τz

sowie die Residuen von f an diesen Singularitäten!

Aufgabe (139.28) Es seien a > 0, τ > 0, δ > 0
vorgegebene Konstanten. Wir betrachten die Funktion
g(z) := zeτz + a und die Menge Aδ derjenigen Zahlen
z ∈ C mit |z − z⋆| ≥ δ für alle Nullstellen z⋆ von g.

(a) Zeige, daß es eine Zahl ε > 0 gibt mit |g(z)| ≥
ε für alle z ∈ Aδ. (Salopp gesagt: Ist z wegbeschränkt
von allen Nullstellen von g, so ist g(z) wegbeschränkt von
Null.)
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Hinweis: Beweise zunächst die analoge Aussage für
die Funktion G(ζ) := eτζ+a und benutze dann die Trans-
formation ζ = Φ(z) mit Φ(z) := log(z) + τz

(
wobei

log(reiϕ) = ln(r) + iϕ für −π < ϕ < π
)
.

(b) Zeige, daß es eine Konstante β > 0 gibt mit
|z + ae−τz| ≥ β|z| für alle z ∈ Aδ.

Aufgabe (139.29) (a) Wir betrachten für fest vor-
gegebene Zahlen t, a, τ > 0 die Funktion

f(z) =
−etz

z + ae−τz

wie in Aufgabe (139.27). Berechne das Kurvenintegral von
f über die in der folgenden Abbildung angegebene Kurve
C = C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4, wobei der Radius R so gewählt
sei, daß es eine feste Zahl δ > 0 gibt mit |z − z⋆| ≥ δ
für alle Punkte z ∈ C und alle Nullstellen z⋆ des Nen-
ners z + ae−τz. (Die Kurve C hat also von allen Singula-
ritäten von f einen festen Mindestabstand. Daß beliebig
große Werte von R gewählt werden können, die diese Be-
dingung erfüllen, ergibt sich aus der in Aufgabe (139.27)
ermittelten Lage der Singularitäten.)

0 a

R

-R

-R

��

��

��

�4

(b) Benutze Teil (a), um die Laplace-Inverse der
Funktion X(z) := −1/(z + ae−τz) zu bestimmen.

(c) Was bedeutet das Ergebnis von Teil (b) für das
Problem der Temperaturregelung einer Dusche, das in
Aufgabe (117.42) betrachtet wurde?

(
Vgl. auch Aufgabe

(128.12).
)

Aufgabe (139.30) Zeige, daß die Funktion p(z) =
z3+z2+6i−8 im zweiten, dritten und vierten Quadranten
jeweils eine Nullstelle hat.

Aufgabe (139.31) Es sei n ∈ N. Bestimme die An-
zahl der Nullstellen der Funktion p(z) := zn − 3z + 1 in
der Kreisscheibe |z| < 1.

Aufgabe (139.32) Bestimme die Anzahl der Null-
stellen der Funktion p(z) := z5 + z3 + 5z2 + 2 in dem
Kreisring 1 < |z| < 2.

Aufgabe (139.33) Es sei a ∈ C eine Zahl mit |a| >
4. Zeige, daß die Funktion ϕ(z) := 3z8+az5+1 innerhalb
des Kreises |z| < 1 genau fünf verschiedene Nullstellen hat
und daß diese allesamt einfach sind.

Aufgabe (139.34) Es sei a ∈ C eine Zahl mit Re a >
1. Zeige, daß die Gleichung exp(−z) + z = a genau eine
Lösung z mit Re z > 0 besitzt und daß diese genau dann
reell ist, wenn a reell ist.
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Höhere Mathematik – Ein Begleiter durch das Studium

1. Aufl. 2010, 893 Seiten, 22 cm × 28,5 cm, gebunden,
über 600 Abbildungen, wo sinnvoll vierfarbig,
ISBN 978-3-8085-5550-7
Bestell-Nr. 55507

Dieses einzigartige Buch, das mit der Einführung des
Mengenbegriffs beginnt und mit dem Beweis des Rie-
mannschen Abbildungssatzes endet, spannt einen riesi-
gen Bogen über verschiedene grundlegende mathema-
tische Disziplinen: Lineare und multilineare Algebra,
Topologie, Analysis, Differentialgleichungen, Statistik
und Wahrscheinlichkeitsrechnung, Funktionentheorie
und vieles mehr.

Dabei ist das Ziel nicht, eine möglichst große Stoffmen-
ge enzyklopädisch abzuhandeln, sondern ein solides
und tragfähiges Grundlagenwissen in mathematischen
Schlüsseldisziplinen zu vermitteln, auf dem eine spätere
Einarbeitung in mathematische Spezialfächer und An-
wendungsgebiete problemlos aufbauen kann. Es wird
gleichermaßen Wert auf die Förderung begrifflichen
Verständnisses und auf die Vermittlung von Rechen-
techniken gelegt. Allgegenwärtige algebraische, ord-
nungstheoretische und topologische Strukturen werden
systematisch herausgearbeitet, und numerische Aspek-
te sind durchgängig in die Darstellung integriert. Auch
der physikalische Gehalt mathematischer Begriffsbil-
dungen und Sätze wird erläutert.

Propädeutisches Material (mengentheoretische und
aussagenlogische Grundlagen, Zahlbereiche, elementa-
re Kombinatorik, Elementargeometrie) ist in separate
Kapitel ausgegliedert. Der Schulstoff wird behutsam,

aber von einer höheren Warte aus rekapituliert, was
den Übergang von der Schule zur Hochschule erleich-
tert und anhand bekannten Materials an die Strenge
mathematischer Begriffsbildungen gewöhnt. Auf die-
ser Grundlage werden dann die Lineare Algebra und
die Analysis unter Berücksichtigung sowohl arithmeti-
scher als auch geometrischer Aspekte entwickelt. Die
Kraft dieser Theorien wird anschließend in diversen
Kapiteln über speziellere mathematische Disziplinen
entfaltet. Das Buch führt frühzeitig an abstrakte Sicht-
weisen und weitgehende Verallgemeinerungen heran,
wenn dadurch das begriffliche Verständnis erleichtert
wird (frühe Einführung topologischer Grundbegriffe,
weitgehend koordinatenfreie Behandlung von Funktio-
nen in mehreren Variablen, Bereitstellung differential-
geometrischer und maßtheoretischer Grundlagen).

Das Buch macht keinerlei Kompromisse hinsichtlich
mathematischer Strenge; sämtliche Aussagen werden
bewiesen, und der Verfasser scheut sich auch nicht, „un-
bequeme“ Begriffe einzuführen und „schwierige“ Sätze
zu behandeln.Durch seinen didaktisch geschicktenAuf-
bau ist das Buch dennoch gut lesbar. Viele motivierende
Erläuterungen, durchgerechnete Beispiele sowie aus-
sagekräftige Abbildungen, Diagramme, Tabellen und
eingerahmte Formeln erleichtern das Verständnis. Das
Buch eignet sich daher auch gut zum Selbststudium
und als weiterführende Lektüre, die über die Grundvor-
lesungen weit hinausgeht und daher nicht nach einem
oder zwei Semestern ausgedient hat, sondern als Be-
gleiter durch das gesamte Studium dienen kann. Dem
trägt die Ausstattung des Buches mit festem Einband
und stabiler Bindung Rechnung.
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Höhere Mathematik – Aufgaben und Lösungen

Die Aufgabensammlung enthält insgesamt über 3000
Aufgaben und ist bis auf wenige Verweise unabhängig
vom zugehörigen Lehrbuch nutzbar.

Die Aufgabenstellungen reichen von einfachen Fragen
zur Gewöhnung an neue Begriffe und Routineaufgaben
zum Einüben und Einschleifen von Rechentechniken
über anspruchsvollere Aufgaben, in denen Beispiele
und Gegenbeispiele gesucht, Feinheiten von Begriffs-
bildungen und Aussagen ausgelotet und weiterführende
Aspekte erkundet werden, bis hin zu wirklichen Her-
ausforderungen, denen sich zu stellen einige Ausdauer
erfordert.

Durch die ausführlichen Lösungen sind die Bände auch
zum Selbststudium geeignet.

Band 1
1. Aufl. 2021, 574 Seiten, 21 cm × 28,5 cm, gebunden
ISBN 978-3 8085-5952-9
Bestell-Nr. 59529

1149Aufgabenmit ausführlichenLösungen zu denThe-
men:

• Mengentheoretische Grundlagen
• Grundlegende Strukturen
• Kardinalzahlen
• Ordinalzahlen
• Zahlentheoretische Grundlagen
• Arithmetische Grundlagen
• Algebraische Grundlagen
• Kombinatorische Grundlagen
• Lineare Gleichungssysteme
• Geometrische Grundlagen
• Reelle und komplexe Zahlen
• Geometrie und Vektorrechnung
• Lineare Algebra
• Lineare Abbildungen und Matrizen
• Multilineare Abbildungen.

Band 2
1. Aufl. 2021, 582 Seiten, 21 cm × 28,5 cm, gebunden
ISBN 978-3 8085-5954-3
Bestell-Nr. 59543

1029Aufgabenmit ausführlichenLösungen zu denThe-
men:

• Multilineare Algebra
• Metrische Vektorräume
• Geometrie in Vektorräumen
• Rechnen mit Grenzwerten
• Elementare Funktionen
• Metrische Strukturen
• Topologische Strukturen
• Differentialrechnung in einer Variablen
• Differentialrechnung in Banachräumen.

Band 3
1. Aufl. 2021, 646 Seiten, 21 cm × 28,5 cm, gebunden
ISBN 978-3 8085-5956-7
Bestell-Nr. 59567

1017Aufgabenmit ausführlichenLösungen zu denThe-
men:

• Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten
• Inhaltsbestimmung von Mengen
• Begriff des Integrals
• Berechnung von Integralen
• Integration auf Mannigfaltigkeiten
• Gewöhnliche Differentialgleichungen
• Dynamische Systeme
• Integraltransformationen
• Grundlagen der Stochastik
• Anwendung stochastischer Methoden
• Funktionentheorie.
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HÖHERE MATHEMATIK Band 2

Europa-Nr. 59543

AUFGABEN UND LÖSUNGEN

Ausführlich gelöste Aufgaben zu den Themen 

n	Multilineare Algebra

n	Metrische Vektorräume

n	Geometrie in Vektorräumen

n	Rechnen mit Grenzwerten

n	Elementare Funktionen

n	Metrische Strukturen

n	Topologische Strukturen

n	Differentialrechnung in einer Variablen

n	Differentialrechnung in Banachräumen

Karlheinz Spindler
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HÖHERE MATHEMATIK
AUFGABEN UND LÖSUNGEN

Band 1

Europa-Nr. 59529

Ausführlich gelöste Aufgaben zu den Themen 

n	Mengentheoretische Grundlagen

n	Grundlegende Strukturen

n	Kardinalzahlen

n	Ordinalzahlen

n	Zahlentheoretische Grundlagen

n	Arithmetische Grundlagen

n	Algebraische Grundlagen

n	Kombinatorische Grundlagen

n	Lineare Gleichungssysteme

n	Geometrische Grundlagen

n	Reelle und komplexe Zahlen

n	Geometrie und Vektorrechnung

n	Lineare Algebra

n	Lineare Abbildungen und Matrizen

n	Multilineare Abbildungen

Karlheinz Spindler
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HÖHERE MATHEMATIK Band 3

AUFGABEN UND LÖSUNGEN

Europa-Nr. 59567

Ausführlich gelöste Aufgaben zu den Themen 

n	Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten

n	Inhaltsbestimmung von Mengen

n	Der Begriff des Integrals

n	Berechnung von Integralen

n	Integration auf Mannigfaltigkeiten

n	Gewöhnliche Differentialgleichungen

n	Dynamische Systeme

n	Integraltransformationen

n	Grundlagen der Stochastik

n	Anwendung stochastischer Methoden

n	Funktionentheorie

Karlheinz Spindler
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