OSTWALDS KLASSIKER
DER EXAKTEN WISSENSCHAFTEN
Band 235



Euklid



OSTWALDS KLASSIKER
DER EXAKTEN WISSENSCHAFTEN
Band 235

Reprint der Biinde 235, 236, 240, 241 und 243

Die Elemente
Biicher I-XIII

von

Euklid

aus dem Griechischen iibersetzt
und herausgegeben von
Clemens Thaer

Einleitung von
Peter Schreiber

OFA

<
5,27
ub.l RMITTEL

Europa-Nr.: 54821



4. Auflage 2015
Druck 54

ISBN 978-3-8085-5482-1

Alle Rechte vorbehalten. Das Werk ist urheberrechtlich geschiitzt.
Jede Verwertung aullerhalb der gesetzlich geregelten Fille muss vom

Verlag schriftlich genehmigt werden.
Der Inhalt des Werkes wurde sorgfiltig erarbeitet. Dennoch iibernehmen

Autoren und Verlag fiir die Richtigkeit von Angaben, Hinweisen und
Ratschligen sowie fiir eventuelle Druckfehler keine Haftung.

©2015 by Verlag Europa-Lehrmittel, Nourney, Vollmer GmbH & Co. KG,
42781 Haan-Gruiten
http://www.europa-lehrmittel.de

Umschlaggestaltung: . Kuhl - mediacreativ, 40724 Hilden
Druck: Totem, 88-100 Inowroclaw, Polen



Inhalt

Einfilhrung — Euklid und die Geschichte seines Werkes.. ........ I
Euklid - Die Elemente
1. Buch
Definitionen . ... ... ... . 1
Postulate .. ... .. e 2
AXIOINE. . . ottt e 3
8l -8 A8 3
II. Buch
Definitionen . ......... . ... . . . . e 34
81 - 814 L 34
1II. Buch
Definitionen . ......... . . .. . . . 45
81 - 837 46
IV. Buch
Definitionen . ........... ... 75
81 - 816 . 75
V. Buch
Definitionen . ..... ... ... i e 91
81 - 8 92
VI. Buch
Definitionen . ......... .. . . . . . . 111
81 - 833 L 111
VII. Buch
Definitionen ......... .. ... . . . . .. 141



I Buklid: Die Elemente

VIII. Buch
Sl - 82T 167
IX. Buch
§1- 830 .o 189
X. Buch
Definitionen .. ....... ..t 213
§1- 818 213
§19-820 ... 226
§27 - 835 L 231
Die additiven Formen
836 - 847 L 239
§47a (Zweite Definitionsgruppe). . .. ......... ... ... 247
§48-872a . o 248
Die subtraktiven Formen
§73- 884 L 272
§84a (Dritte Definitionsgruppe). . ... .. .. oo 280
§85-8T1la .. o 281
SI12-8115a . oo 309
XI. Buch
Definitionen . ...........co it 315
§L- 830 L 317
XII. Buch
§L- 818 354
XIIL. Buch
§1-818a o 386
Anmerkungen
BuchI-IIL. .. o 415
BuchIV - VI 429
Buch VII - IX. .. e 438
Buch X . .. 446
Buch XI-XIH ... . 463
Mitteilungen {iber Buch XIV - XV der Elemente .............. 476
Berichtigungen



Einfiihrung

Euklid und die Geschichte seines Werkes

von
Peter Schreiber

Die Elemente des Euklid gehoren seit ihrer Entstehung vor
rund 2300 Jahren zu den meistgelesenen, diskutierten und kom-
mentierten Texten der Welt und seit der Erfindung des Buch-
drucks auch zu den meist gedruckten und meist iibersetzten
Biichern. Uber den Mann Euklid ist dagegen so gut wie nichts
Sicheres bekannt. Gelegentlich wurde sogar bezweifelt, dass es
ihn iiberhaupt gegeben hat. Einem solchen extravaganten Zwei-
fel wollen wir uns nicht anschlieBen, halten es aber immerhin fiir
moglich, dass Euklid den ihm zugeschriebenen Text nicht selbst
aufgeschrieben hat, sondern dass er sich aus den Aufzeichnun-
gen seiner Schiiler, womoglich erst im Laufe einiger Generatio-
nen, entwickelt hat.

Ort der Handlung war sicher die um 300 vor Chr. aufblithende
Hafenstadt Alexandria nahe dem Nildelta, die 332 von Alexan-
der dem GroBen gegriindete Hauptstadt des Ptoleméischen
Agypten. Bereits unter der Herrschaft Ptoleméos des L. war dort
das Museion gegriindet worden, eine universelle antike For-
schungs- und Lehrstitte, die fiir rund 500 Jahre das Zentrum der
griechischen Wissenschaft und Kultur fiir den gesamten Mittel-
meerraum werden sollte. Allgemein wird angenommen, dass
Euklid bereits in der Griindungsphase dorthin gerufen wurde,
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und da sein Werk nicht nur deutliche Spuren der Philosophie Pla-
tons (427 — 348) und der Methodologie des Aristoteles (384 —
322), sondern auch die damals noch neuen mathematischen
Theorien von Eudoxos (um 400 — um 347) und Theaitetos (um
417 - 3697) aus dem Umkreis Platons enthilt, ist es sehr wahr-
scheinlich, dass er aus Athen nach Alexandria kam und dass er
etwa zwischen 360 und 280 gelebt haben muss. Nur am Rande
kann hier erwédhnt werden, dass ihm auBer den Elementen eine
Reihe kleinerer Schriften tiber geometrische und physikalische
Themen zugeschrieben werden, die teils erhalten, teils verloren
sind und deren Kenntnis wichtig fiir das Gesamtbild der Person-
lichkeit Euklids ist, einerseits, weil sie zumindest teilweise
Gegenstinde der damaligen ,,angewandten Mathematik* (Optik,
Astronomie, Musiktheorie) betreffen und damit dem lange kul-
tivierten Bild eines ganz der Platonischen Weltsicht verhafteten
reinen Theoretikers widersprechen, andererseits weil Euklid in
einigen von ihnen sehr originelle und weit in die Zukunft der
Mathematik weisende Gedanken skizziert hat, was ihn vom
ebenfalls oft geduflerten Vorwurf befreit, nur ein freilich sehr
erfolgreicher und didaktisch geschickter Sammler und Aufberei-
ter vorhandenen Wissens gewesen zu sein. (Leider sind diese
Schriften bis auf eine Ausnahme, die ,,Data®, nicht in deutscher
Ubersetzung zuginglich.) Umgekehrt darf man aus heutiger
Sicht gerade das didaktische Geschick Euklids mit einem Frage-
zeichen versehen. Zwar sind die Elemente reich an groBartiger
Mathematik, présentiert wird sie aber in einem extrem trockenen
Stil, so dass diese Reichtiimer sich keineswegs beim einmaligen
und systematischen ,Durchlesen” oder ,,.Durchnehmen®
erschlieBen. Dass sie, bzw. Teile daraus, dennoch iiber Jahrhun-
derte hin in vielen europdischen Lindern das zentrale Schulbuch
fiir den Mathematikunterricht waren, dass dariiber hinaus der
euklidische Stil mit der sturen Aufeinanderfolge von Satz und
Beweis, ohne Motivation, Anwendung oder Kommentar, bis vor
etwa 100 Jahren als didaktisch vorbildlich von allen Schulma-
thematikern nachgeahmt wurde, hat dem &ffentlichen Bild von
der Mathematik vermutlich mehr geschadet als irgendein ande-
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rer Umstand. Ein wesentlicher Zweck dieser Einleitung besteht
daher darin, dem Leser die Augen fiir die verborgenen Schitze
zu 6ffnen und ihn anzuregen, sich seinerseits Gedanken iiber die
vielleicht noch unentdeckten Aspekte des euklidischen Textes zu
machen.

Damit sind wir beim néchsten Thema. Seit Menschen sich mit
den Elementen wissenschaftlich beschiftigen, und das setzte
bereits in der Antike ein, ist die Art dieser Beschéftigung nicht
nur deutlich zweigeteilt, sondern die Anhénger dieser beiden
Richtungen befehden sich, freilich mit im Laufe der Zeit wech-
selnden Stilmitteln, bis auf den heutigen Tag. Der einen Partei
ging und geht es sozusagen um die ,,Denkmalspflege”, was unter
den Bedingungen zahlreicher einander widersprechender teils
griechischer, teils spétantiker lateinischer und teils aus dem Ara-
bischen ins Lateinische riickiibersetzter Texte zunichst die Jagd
nach dem ,,authentischen Originaltext” bedeutete. Dass es den
vielleicht nie gegeben hat, héren die Anhidnger dieser Partei
nicht gern, zumal seit zu Beginn des 19. Jhs. die vermutlich #lte-
ste erhaltene griechische Textfassung (Manuskript ,,P*) aus der
Bibliothek des Vatikan entdeckt wurde, die allen modernen
Ubersetzungen in lebende Sprachen, auch der hier vorliegenden
deutschen, zugrunde liegt. Sie ist, soweit es die Elemente betrifft,
auch die Grundlage der griechisch-lateinischen Standardaus-
gabe der Opera omnia Euklids, die zwischen 1883 und 1916 von
dem dénischen Altphilologen Johan Ludvig Heiberg (1854 —
1928) und Heinrich Menge herausgegeben wurde. Abgesehen
davon, dass die richtige Ubersetzung eines Textes ein iiber phi-
lologisches Wissen hinausgehendes tiefes Verstehen des Inhalts
voraussetzt, kdnnen moderne computergestiitzte Methoden der
historischen Linguistik Interpretationshilfen fiir Worter und
Wendungen liefern, von denen man sich am Ende des 19. Jhs.
noch nichts trdumen lieB. Somit sind vermutlich auch der Hei-
berg-Text und die von ihm abhingigen Ubersetzungen nicht so
endglltig, wie man lange geglaubt hat.
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Der anderen Partei ging es immer, ohne allzu groflen Respekt
vor dem jeweils giiltigen Wortlaut, um einen kreativen Umgang
mit der euklidischen Vorgabe. Hier gingen die Mathematiker des
mittelalterlichen islamischen Kulturkreises voran. Sie haben ein
ebenso umfangreiches wie inhaltlich reiches Erbe hinterlassen,
das trotz vieler Bemithungen der letzten Jahrzehnte noch langst
nicht voll erschlossen ist. Dies leitet zur dritten Art des wissen-
schaftlichen Umgangs mit Euklids Erbe iiber: der Erforschung
der Tradierungs- und Wirkungsgeschichte. Diese Geschichte
kann hier iiber das schon Gesagte hinaus nur grob angedeutet
werden. 1482 wurden die Elemente in Venedig auf der Grund-
lage einer rund 200 Jahre dlteren lateinischen Bearbeitung von
Giovanni Campano erstmals gedruckt. 1533 folgte der erste
Druck in altgriechisch. Den zahlreichen weiteren griechischen
und lateinischen Druckausgaben gesellte sich ab 1543 eine Flut
von meist volkstiimlichen Ubersetzungen und Bearbeitungen in
lebenden Sprachen bei. Welche Rolle diese Biicher einmal im
Leben des Volkes gespielt haben, dariiber wissen wir leider
wenig. Eine kleine Ahnung vermittelt die auf wahren Begeben-
heiten beruhende Novelle Der Schimmelreiter von Theodor
Storm. Die (nochmalige) Lektiire ihrer ersten Seiten unter die-
sem Aspekt sei unserem Leser ans Herz gelegt. Am Ende des 19.
Jhs. setzten dann die neuen ,,wissenschaftlichen Ubersetzungen
in lebende Sprachen ein, deren Kette bis heute nicht abreifit. Sie
wendeten sich wiederum an ein anderes Publikum als die beiden
zuvor genannten Arten von Druckausgaben: vor allem an profes-
sionelle Mathematiker und Mathematiklehrer, Mathematikhisto-
riker, Kulturhistoriker und Studenten dieser Ficher, nun natiir-
lich auch an Sie, lieber Leser, was immer Sie sein mogen.

Bevor wir uns einer kurzen Einfithrung in wesentliche Inhalte
und Gesichtspunkte der Elemente zuwenden, einige Sitze iiber
Clemens Thaer (1883 — 1974), der 1933-37 die vorliegende deut-
sche Ubersetzung schuf. Nach dem Studium der Mathematik in
GieBen lehrte er ab 1913 an der Universitit Greifswald (ab 1916
als Professor) und seit 1921 hauptamtlich am Greifswalder
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Gymnasium. Dieser freiwillige weitgehende Riickzug aus der
akademischen Laufbahn war einerseits durch aktive politische
Titigkeit in diesen Jahren, vor allem aber durch die ungewhn-
lich selbstkritische Haltung Thaers begriindet, der nach eigener
Aussage mangelnde Begabung fiir eigentlich mathematische
Forschung spiirte. Daher wendete er sich ganz der Geschichte
der Mathematik zu. Auf Grund seiner mutigen antifaschistischen
Haltung wurde er 1935 an eine Schule in Cammin (Hinterpom-
mern) strafversetzt und ging nach weiteren Auseinandersetzun-
gen mit den Nazis 1939 vorzeitig in den Ruhestand. Er lebte
danach bis zu seinem Tode im wesentlichen in Detmold. Seine
wissenschaftliche Tétigkeit, die er noch bis in die siebziger Jahre
fortsetzte, umfasst die Ubersetzung (1962) der ,,.Data‘ Buklids
und viele Artikel und Referate zur Geschichte der antiken und
der mittelalterlichen islamischen Mathematik.

Die Elemente

Dieses Hauptwerk Euklids ist in 13, iiblicherweise romisch
numerierte ,,Biicher” gegliedert. Die Biicher I bis IV und VI
behandeln die ebene Geometrie, die Biicher XI bis XIII die
rdaumliche Geometrie. Eingeschaltet sind drei Biicher VII bis IX
iiber die heute meist als ,,natlirliche* bezeichneten positiven gan-
zen Zahlen, das Buch V, welches die eudoxische Proportionen-
theorie enthilt, und das Buch X, dessen Gegenstand die von
Theaitetos stammende Theorie der mit Zirkel und Lineal kon-
struierbaren GroBen ist. Jeder dieser Komplexe hat seine eigenen
Kerngedanken und Probleme. Es gibt aber auch einige iibergrei-
fende Gesichtspunkte, denen wir uns zunichst zuwenden.

Definitionen und Axiomatik. Euklid beginnt jeden neuen
Gegenstand mit Definitionen. Einige von ihnen sind auch aus
moderner Sicht Definitionen, d.h. gewisse Begriffe, deren
Benutzung lediglich Formulierungen vereinfacht, werden in sol-
cher Weise auf andere Begriffe zuriickgefiihrt, dass sich daraus
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ergibt, wie man ihren Gebrauch prinzipiell vermeiden kénnte.
Beispiel DL 11: ,,Stumpf ist ein Winkel, wenn er groBer als ein
Rechter 1st.” Wenn man weil}, was Winkel sind, was ein rechter
Winkel ist und was GroBenvergleich fiir Winkel bedeutet, ist die
Bedeutung der Eigenschaft ,stumpf* von Winkeln eindeutig,
und man konnte an jeder Stelle, wo ein Winkel alpha als stumpf
bezeichnet wird, statt dessen sagen ,,alpha ist gréBBer als ein rech-
ter Winkel“. Andere Definitionen Euklids versuchen, einen
Begriff moglichst gut zu beschreiben, z.B. DI,1: , Ein Punkt ist,
was keine Teile hat.” Offenbar ermoglicht diese Erklarung nicht,
den Begriff Punkt in jedem Zusammenhang durch andere
Begriffe auszudriicken, und er ersetzt auch nicht eine Erkldrung
mit Hilfe von vorgezeigten Beispielen und Gegenbeispielen (wie
der Mathematiker Oskar Perron (1880 ~ 1975) am Beispiel der
Erklarung des Begriffes ,,Hund* erlduterte).

Buch T und nur dieses beginnt weiterhin mit Postulaten und
Axiomen. Dabei sind, entsprechend der Methodologie des Ari-
stoteles, Axiome Grundsitze, die allgemein und unbezweifelbar
sind (Man mache sich also z.B. klar, dass die Natur der Objekte,
von denen hier gesprochen wird, ebenso offen bleibt wie die spe-
zielle Art des Hinzuftigens und Wegnehmens. Vielmehr wird aus
modernder Sicht der Umgang mit dem Begriff ,,gleich® charak-
terisiert.) Postulate sind nach Aristoteles solche Grundsitze, die
man akzeptieren oder ablehnen kann. Im Fall von Euklids ebener
Geometrie betreffen sie die angenommene Ausfiihrbarkeit
gewisser Operationen: ,,Gefordert soll sein...”. Dass zwel belie-
big nahe benachbarte oder beliebig weit voneinander entfernte
Punkte in eindeutiger Weise geradlinig verbunden werden kon-
nen (Es geht nicht um die Existenz der betreffenden Geraden,
sondern um die Ausfiihrbarkeit!), konnte man mit guten Griin-
den bezweifeln. Die Postulate sind somit gewissermallen Spiel-
regeln. Akzeptiert man sie, so muss man auch alle Folgen akzep-
tieren. Man entnimmt den Postulaten 1 und 2 auch, dass Euklid
unter geraden Linien stets begrenzte Geradenstiicke versteht. Sie
entstehen durch Verbindung zweier Punkte und ktnnen bei
Bedarf beliebig verlédngert werden. Dies ist fiir das Verstindnis
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alles Folgenden besonders wichtig, weil die moderne Geometrie
stets mit der Vorstellung der unendlich langen Geraden operiert.
Nur aus der Begrenztheit der euklidischen Geraden ist auch das
folgenreiche 5. Postulat richtig zu verstehen, welches in der
urspriinglichen euklidischen Formulierung besagt, dass unter
den dort genannten Voraussetzungen die sukzessive Verlidnge-
rung der beiden Strecken in der genannten Richtung (also aus
heutiger Sicht ein zyklischer Algorithmus) irgendwann einen
Schnittpunkt liefern wird. Anders formuliert besagt es, dass die
in §17 bewiesene notwendige Bedingung dafiir, dass ein Dreieck
aus einer Seite und zwei anliegenden Winkeln konstruierbar ist,
auch hinreichend ist. Dass dieses Postulat nicht akzeptiert wer-
den muss, wurde im Laufe des 19. Jhs. durch die Entdeckung der
logischen Widerspruchsfreiheit der hyperbolischen Geometrie
(von Bolyai und Lobatschewski) klar. Als Satz einer axiomati-
schen Theorie ist das 5. Postulat zur Eindeutigkeit der Parallelen
durch einen Punkt zu einer gegebenen Geraden gleichwertig.

In der euklidischen Formulierung, die sich auf Ausfiihrbarkeit
bezieht, besagt es mehr.

Euklids Elemente sind seither als Vorbild fiir den axiomatisch-
deduktiven Aufbau von Systemen wahrer Sitze aufgefasst wor-
den. Dagegegen gibt es den Einwand, dass Euklids Begriffssy-
stem ebenso unvollstindig ist (z.B. wird mit allen Anordnungs-
fragen intuitiv umgegangen) wie sein Axiomensystem.
AuBerdem besitzen die zahlentheoretischen Biicher VII-IX und
die stereometrischen Biicher XI-XIII iiberhaupt keine axiomati-
sche Basis. Wenn also Euklid womdoglich gar nicht diese Absicht
hatte, was wollte er dann?

Der konstruktive Aspekt. Die als Propositionen bezeichneten
kleinsten Einheiten der Elemente lassen sich in Sédtze mit Beweis
und in Konstruktionsaufgaben mit Beschreibung des Losungs-
verfahrens und Beweis der Korrektheit der Losung einteilen.
Dies ist auch in der Thaerschen Ubersetzung dadurch gekenn-
zeichnet, dass hinter den §§ in Klammern L (Lehrsatz) oder A
(Aufgabe) steht. Es gibt jedoch auch unter den als L gekenn-
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zeichneten Propositionen einige Aufgaben mit Losung. Z. B.
beschreibt IX.20 das berithmte Verfahren, zu einer gegebenen
endlichen Menge von Primzahlen eine weitere Primzahl zu kon-
struieren. Dass es folglich unendlich viele Primzahlen gibt, ist
erst eine Folgerung daraus. Damit ist zweierlei illustriert: Der
konstruktive Aspekt der Elemente, ndmlich der Beweis der Exi-
stenz gewisser Objekte, die zu gegebenen Objekten in einer vor-
ausgesetzten Beziehung stehen, durch Angabe eines Verfahrens
zur Beschaffung solcher Objekte, ist nicht auf die Geometrie
beschrinkt, und die Lehrsitze Euklids sind hiufig Sétze tiber die
Konstruktionsaufgaben. Sie weisen bestimmte Voraussetzungen
iiber die gegebenen Objekte als notwendig nach, sagen etwas
iiber die Eindeutigkeit der Resultate oder ziehen Folgerungen
aus der Existenz der konstruierten Objekte. Somit ist denkbar,
dass Euklids Hauptabsicht war, die von den Agyptern und Baby-
loniern iberlieferte mathematische Kultur der Angabe von
Losungsverfahren fiir Aufgabentypen durch die argumentative
Rechtfertigung der angegebenen Verfahren zu ergénzen, wobei
er zwangsldufig erste Fragmente von deduktiven Theorien schuf.
Dabei ist von neuzeitlichen Historikern zu recht immer wieder
hervorgehoben worden, dass der Ubergang von der autoritiren
Mitteilung der Losungsmethoden zu ihrer Begriindung vor dem
Hintergrund des Uberganges zu demokratischen Staatsformen
zu sehen ist, in deren &ffentlichem Leben das Vertreten des eige-
nen Standpunktes mit logischen Argumenten allgemein eine
grofie Rolle spielte.

Gebrauch des Zirkels. Unter dem Eindruck des tiblichen Zir-
kelgebrauchs, bei dem von zwei gegebenen Punkten B, C ein
Radius abgegriffen und dann mit diesem Radius der Kreis
Z(A;B,C) um den Mittelpunkt A geschlagen wird, kann man
Euklids 3. Postulat leicht missverstehen. Erst die Aufgaben Al
und A2 machen deutlich, was gemeint ist. Al bendtigt nur den
Spezialfall Z(A;A,B), also den Kreis um einen gegebenen Punkt
durch einen gegebenen Punkt. A2 fiihrt den allgemeinen Fall mit
einem listigen Trick auf diesen Spezialfall zuriick. Postulat 3 for-
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dert demnach nur die Ausfiihrbarkeit des Spezialfalles. Wenn es
noch eines Beweises fiir das ,,konstruktivistische®, veriahrens-
orientierte Denken Euklids bedarf, so nehme man diesen und
vergleiche Euklids Vorgehen mit wohlbekannten Techniken der
Rekursionstheorie, die bestimmte notige Operationen mittels
Unterprogrammen auf scheinbar weniger leistungsfahige Opera-
tionen zuriickfiithren.

Geometrische Algebra. Die Entdeckung inkommensurabler
Strecken durch die Pythagoreer (d.h. Paare von Strecken, die bei
keiner Wahl der Mafeinheit gleichzeitig in ganzen Zahlen
gemessen werden konnen) fiihrte bei den Griechen zu einer vol-
ligen Verwerfung des zahlorientierten GroBenbegriffs: Grofien
sind in der Geometrie Strecken, Winkel, Flachen oder Korper.
Gleichartige Groflen kann man addieren, subtrahieren und der
Grofie nach vergleichen. Multiplikation wird —modern gesagt-
durch kartesische Produktbildung realisiert, so dass das Produkt
zweier Strecken ein Rechteck, das Produkt einer Strecke und
einer Fliche F ein zylindrischer Koérper mit der Grundfldche F
wird. Damit hatte die griechische Mathematik sich zwei wesent-
liche Beschriankungen auferlegt, die erst durch René Descartes
(1594 — 1650) beseitigt werden konnten: Gleichungen zwischen
GroBen mussten bei den Griechen homogen sein, d.h. nur Gro-
Ben gleicher Natur (Dimension) konnen addiert, subtrahiert und
verglichen werden, und die Dimension geometrischer Gréfien ist
hochstens drei. Innerhalb dieser Grenzen leistet die Algebra der
Griechen fiir die Geometrie etwa das, was heute die Koordina-
tenmethode leistet: die Ubersetzung geometrischer Beziehungen
zwischen Objekten in die Sprache der Algebra und die Losung
so tbersetzter Aufgaben mit im wesentlichen algebraischen
Methoden. Buch II gibt eine systematische Einfithrung in diese
geometrisch eingekleidete Algebra, wobei alle Operationen
durch geometrische Konstruktion ausgefiihrt und alle Sétze auf
geometrischem Wege bewiesen werden. Am Eingang steht als
letzter Teil von Buch I der Satz des Pythagoras: Zum ersten Mal
wird hier eine rein geometrische Beziehung zwischen drei Punk-
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ten, ndmlich einen rechten Winkel aufzuspannen, in eine rein
algebraische Aussage iiber Grifen verwandelt, die die gegensei-
tige Lage dieser Punkte charakterisieren.

Proportionen (Buch V). Was das Verhiltnis zweier GroBen ist,
konnte man nur mittels eines Zahlbegriffs definieren, der dem
Begriff der reellen Zahl zumindest nahe kommt. Definition V.3
ist noch ein Relikt eines dlteren, vermutlich prozedural orientier-
ten Verhéltnisbegriffs, (d.h. sukzessive konstruktive Annédherung
mit rationalen Verhéltnissen), mit dem im Folgenden nicht mehr
gearbeitet wird. Die geniale Idee des Eudoxos bestand darin,
dass man den Verhiltnisbegriff gar nicht braucht, sondern nur
erkldren muss, wann zwei Verhiltnisse gleich sind, also eine
vierstellige Relation A:B = C:D zwischen Grolien A, B, C, D.
Definition V.5 ist so beschaffen, dass sie nur voraussetzt, dass
A,B von gleicher Art und C,D von gleicher Art sind. Man kann
also mit ihrer Hilfe ganz exakt aussagen, dass zwei Strecken sich
wie zwel ganze Zahlen oder dass die Inhalte zweier Pyramiden
mit gleicher Grundfliche sich wie ihre Hohen verhalten. Indem
man eine Proportion von vier Volumina aufstellt, kann man
sogar implizit eine Gleichung zwischen Grofien der Dimension
6 ausdriicken (die sich ergeben wiirde, wenn man iiber Kreuz
multipliziert). Definition V,4 beschrinkt iibrigens die betrachte-
ten GroBenbereiche auf solche, die man heute archimedisch
nennt: Eine beliebig groe Grofe soll durch hinreichend oftes
Addieren einer beliebig kleinen Grofie der gleichen Art iibertrof-
fen werden konnen. Fliche und Strecke kénnen sich demnach
nicht im gleichen GréBenbereich befinden. In X.1 wird aus Defi-
nition V,4 gefolgert: Nimmt man von einer (beliebig grofien)
GroBe immer wieder die Hilfte oder mehr weg, so kann man
(nach einer nicht im voraus angebbaren Zahl von Schritten) eine
gegebene beliebig kleine Grofle der gleichen Art unterschreiten.
Archimedisch, gelegentlich und mit groBerem Recht Eudoxisch,
heifen diese Grofienbereiche bzw. das Axiom, das der Aussage
entspricht heute, weil Archimedes es bei seinen nichtelementa-
ren Flidcheninhalts- und Volumenaussagen extensiv benutzt hat.
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Diese Art der Benutzung in indirekten Beweisen fiir Inhaltsfor-
meln findet man aber auch schon in Buch XII, z.B. §§1, 10.

Zahlentheorie. Eine Schwierigkeit fiir den heutigen Leser
besteht darin, dass die Griechen die Eins (Einheit) nicht als Zahl
gelten liefen (vgl. Definitionen VII.1,2). Das hat zur Folge, dass
Euklid hdufig Sonderfille behandeln muss. Z.B. ordnet sich aus
heutiger Sicht der in V.1 behandelte Fall zwanglos in die alige-
meineren Fille V.2 bzw. V.3 ein. Besondere Beachtung verdie-
nen die Aufgaben IX.18,19. Hier wird womoglich erstmals in
der Geschichte der Mathematik eine Aufgabe formuliert, deren
Ergebnis nicht ein mathematisches Objekt im damaligen Sinn,
sondern eine ja — nein - Antwort und erst im ja - Fall zusatzlich
eine Zahl ist. Dementsprechend hat die Losung den Charakter
eines ,,verzweigten* Algorithmus, in dem auller Rechenschritten
Testschritte (hier zwei) auftreten, die ihrerseits mit Hilfe von
vorher entwickelten ,,Unterprogrammen® (ggT, Division mit
Rest) bewiltigt werden.

Buch X. ist bedeutend linger als alle anderen Biicher der Ele-
mente und unterscheidet sich schon duBerlich dadurch, dass es
Definitionen nicht nur am Anfang, sondern auch mehrfach zwi-
schendurch enthélt. Hier werden Zahlentheorie und geometri-
sche Algebra auf einem hoheren Niveau fortgesetzt. Prop.
X.28a, die allerdings eventuell spiter eingefiigt wurde, enthilt
ein Verfahren zur Erzeugung aller pythagoreischen Zahlentripel.
X.115a, ebenfalls vermutlich eingefiigt, prasentiert den Beweis
der Inkommensurabilitit von Seite und Diagonale eines Quadra-
tes. Teile von Buch X gehtren zum hochststehenden, das die
antike Mathematik hervorgebracht hat: eine Klassifikation der
mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Grofien nach dem Grad
der Kompliziertheit. Zum Verstindnis fiir den heutigen Leser
empfiehlt es sich, die Definitionen und Aussagen in die Sprache
der ,,Quadratwurzelterme* zu iibersetzen, d.h. Formeln, die aus
Variablen durch fortlaufende Ineinanderschachtelung der
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Grundrechenarten und des Wurzelzeichens gebildet werden kon-
nen.

Stereometrie. Euklids Beweise sind nirgends so anfechtbar wie
am Beginn von Buch X1

Immerhin kann man aus XI,11 herauslesen, was er unter Kon-
struieren im Raum versteht: Er legt jeweils in Gedanken durch
drei (nicht kollineare) Punkte oder eine Gerade und einen Punkt
eine Ebene (was aber nicht als eine ausfiihrbare Operation postu-
liert wird und in der Tat in einem materiellen Sinn zwar ein erstes
Mal ausfithrbar wire, aber bei mehrfacher Wiederholung den
Konstrukteur schnell , einmauern® wiirde) und konstruiert dann
mit Zirkel und Lineal in dieser Ebene neue Punkte und Geraden,
die ihrerseits zur Bestimmung neuer Referenzebenen dienen.
Mit diesem Hintergrund liefern seine Konstruktionsbeschrei-
bungen Hinweise fiir die Ausfiihrung im Mehrtafelverfahren der
darstellenden Geometrie, denen man auch heute noch folgen
kann. Buch XIII ist vermutlich zusammen mit Buch X als Gan-
zes von Theaitetos iibernommen worden. So erklért sich, dass
Konstruktionsaufgaben und Sitze, die insbesondere das reguldre
Fiinfeck betreffen, zum Teil hier nochmals wiederholt werden.

Die Variante, in der Euklid die Konstruktion der fiinf reguléiren
(,,Platonischen) Kérper behandelt, namlich sie in eine Umkugel
von gegebenem Radius einzubeschreiben, ist vom praktischen
Standpunkt durchaus sinnvoll, da man Korper sehr unterschied-
licher GroBe enthilt, wenn man immer von der gleichen Kanten-
linge ausgeht. Seine Losungen setzen jedoch eine vorherge-
hende Analyse der Aufgabe voraus, die er nicht gibt. Heute
wiirde man die euklidische Variante der Aufgabensteilung ver-
mutlich 18sen, indem man den gewtlinschten Korper zunéchst mit
einer beliebig gewihlten Kante konstruiert (was einfacher ist als
der Weg des Theaitetoos/Euklid), den Radius der zugehdrigen
Umkugel bestimmt und das Ganze dann auf die gewiinschte
GroBe dhnlich abbildet.
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Hier konnten nur wenige Anregungen gegeben werden, wie
man Probleme und Zusammenhénge hinter dem trockenen Text
Euklids entdecken kann. Seine unglaubliche Uberlebensfihig-
keit ist nicht zuletzt darin begriindet, dass unzihlige Generatio-
nen sich in dhnlicher Weise aus der Position ihrer jeweiligen Zeit
heraus kritisch und schépferisch mit den Elementen auseinan-
dergesetzt haben. Wenn also im vorstehenden ein wenig der
Geist der algorithmisch orientierten Mathematik unserer Tage
dominiert, so ist das ein legitimes Gegenstiick dazu, dass die
Mathematiker im 17. bis 19. Jh. , als die Frage immer dringlicher
wurde, was denn eigentlich ein strenger Beweis ist, sich auf das
Parallelenproblem einschossen, und dass im philosophisch ori-
entierten Mittelalter intensiv die Frage diskutiert wurde, ob der
Winkel zwischen einem Kreis und seiner Tangente gleich Null
oder nur unendlich klein ist.
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