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I.  Allgemeine Theorie
der partiellen Differentialgleichungen

§1.  Differentialgleichungen erster Ordnung

1. Quasilineare Differentialgleichungen mit zwei unabhiingigen Verinderlichen.
Schon mehrmals sind bisher Differentialgleichungen aufgetreten, welche partielle
Ableitungen der gesuchten Funktion enthalten. Diese Differentialgleichungen, die
aus konkreten Problemen der mathematischen Physik hervorgingen, hatten stets
eine spezielle Gestalt. Das Ziel des vorliegenden Kapitels ist es, die Grundziige einer
allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen zu entwickeln. Dabet
beginnen wir mit der Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung.

Eine Differentialgleichung erster Ordnung mit einer einzigen gesuchten Funktion
% der unabhéngigen Veranderlichen x;, ..., 2, hat die Gestalt

F(xy, ..., ®p, u, P1, ooy Pu) =0,
wobei die z; unabhingige Veréinderliche und die pg = uz,, die partiellen Ableitungen
der gesuchten Funktion nach diesen unabhéngigen Verdnderlichen bedeuten. Wir

behandeln zunichst Differentialgleichungen, die in bezug auf die partiellen Ab-
leitungen pyg linear sind, d. h. Differentialgleichungen der Gestalt

01{%1y <oy Ty W) P14 oo+ An(X1, ..y Tny U) P =¢(T1, .., Tp, U), (1

wobei die Koeffizienten a; und ¢ gegebene Funktionen der unabhéngigen Ver-
#nderlichen a; und der gesuchten Funktion u sind. Da die Funktion u in beliebiger
Weise in den Koeffizienten vorkommen kann, werden diese Differentialgleichungen
meist nicht lineare, sondern quasilineare Differentialgleichungen genannt. In diesem
Abschnitt wollen wir eine Differentialgleichung der Gestalt (1) im Fall zweier
unabhiéingiger Verinderlicher untersuchen. In diesem Spezialfall werden die
unabhiingigen Verdnderlichen gewdhnlich mit # und y und die partiellen Ableitun-
gen mit p = u, und g =wu, bezeichnet. Wir untersuchen also die Differentialgleichung

a(x, Y, ) p_l'b(x: Y, u) q:c(x, Y, u) . (2)

Es sei daran erinnert, daf} wir uns schon frither [II, 22] mit linearen partiellen
Differentialgleichungen beschéftigt haben. Damals haben wir gesehen, daf} die
Integration derDifferentialgleichung (2) der Integration eines Systems gewohnlicher
Differentialgleichungen idquivalent ist. Zu den frither erhaltenen Ergebnissen
fiigen wir jetzt einige neue hinzu, die sich fiir diespéatere Untersuchung schwierigerer
Probleme als niitzlich erweisen werden.

Die gegebenen Funktionen a(x, y, ), b(z, y, u) und c(z, y, u) bestimmen im
x, y, u-Raum ein Richtungsfeld, und zwar gibt es in jedem festen Punkt dieses
Raumes eine Richtung, deren Richtungskosinus zu @, b und ¢ proportional sind.
Dieses Richtungsfeld bestimmt eine Schar von Kurven, deren Tangenten in jedem
Punkt die Richtung des Feldes in diesem Punkt besitzen. Man erhilt die Kurven-
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schar durch Integration des Systems

de _ dy _ du 3

alx, y, w) b, ¥, w) o, Y, u) ®)

gewdhnlicher Differentialgleichungen, das man auch, wenn man den gemeinsamen
Wert der drei Quotienten mit ds bezeichnet, in der Form

dx dy du

a; —a(x, Y, u)) a—;—b(x, Y, u), —(I;—‘C(x: Y, u) (4)
schreiben kann. Die GréfBen p, g und —1 sind dem Richtungskosinus der Normalen
der gesuchten Fliche u =wu(z, y) proportional; die Differentialgleichung (2) bringt
zum Ausdruck, dal

ap+bg+c(—1)=0

ist, die Normalen der gesuchten Fliche und die Feldrichtung also zueinander ortho-
gonal sind. Aus der Differentialgleichung (2) ergibt sich somit, daB in jedem Punkt
der gesuchten Fliche die durch das Richtungsfeld bestimmte Richtung in der Tan-
gentialebene der Fliche liegt. Die durch das Differentialgleichungssystem (4) be-
stimmten Kurven nennt man die charakteristischen Kurven oder die Charakteristiken
der Differentialgleichung (2). Stellt eine Fliche u =u(x, y) den geometrischen Ort
fiir die Charakteristiken der Differentialgleichung (2) dar, wird also die Fliche von
Kurven [” erzeugt, die dem Differentialgleichungssystem geniigen, so liegt in jedem
Punkt dieser Fliche die Tangente der Kurve I’, die von diesem Punkt ausgeht,
in der Tangentialebene der Fliche. Folglich geniigt diese Fliche der Differential-
gleichung (2), d. h., sie ist eine Integralfliche dieser Differentialgleichung. Wenn so-
mit eine Fliche uw=u(x, y) von Charakteristiken der Differentialgleichung (2) erzeugt
wird, ist sie eine Integralfliche dieser Differentialgleichung.

Wir setzen voraus, dafl die Fliche v =wu(z, y) in jedem Punkt eine Tangential-
ebene besitzt und daB sich die Richtung der Flachennormalen ldngs der Fliche
stetig dndert. Dies ist der Fall, wenn die Ableitungen erster Ordnung von u(x, y)
existieren und stetig sind.

Wenn wir im folgenden von einer Integralfliche sprechen, so nehmen wir an, da8
diese Fliche die soeben angegebene Eigenschaft besitzt. Allgemein nennen wir
Flachen mit dieser Eigenschaft glatt.

Wir haben soeben gezeigt, dafl eine glatte Fliche, die eine Gleichung der Gestalt
w=u(x, y) besitzt und von Charakteristiken erzeugt wird, eine Integralfliche ist.
Man kann zeigen, dafl auch umgekehrt eine glatte Fliche mit Charakteristiken iber-
deckt werden kann, wenn sie die Differentialgleichung (2) erfillt, d. k., wenn sie eine
Integralfliche ist.

Gentigt ndmlich eine Fliche S der Differentialgleichung (2), so liegt in jedem ihrer
Punkte die Richtung (a, b, ¢) in der Tangentialebene von § und liefert somit auf §
ein Richtungsfeld. Integrieren wir die zu diesem Richtungsfeld gehorige gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung, so finden wir Kurven I’, die auf der Fliche 8
liegen und dem Differentialgleichungssystem (4) gentigen. Als eine solche Differen-
tialgleichung erster Ordnung kann beispielsweise die Gleichung

de dy
a(@, y, w) bz, y, )

dienen, in der « durch den Ausdruck «=wu(x, y) der Flichengleichung zu ersetzen
ist. Wir nehmen an, daf} der Existenz- und Eindeutigkeitssatz auf die Differential-
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gleichung anwendbar ist, wobei die Integralkurven [/, ohne sich zu schneiden, ein
gewisses Gebiet D iiberdecken und die Funktion w=wu(x, y) in diesem Gebiet er-
kldrt ist. Die Kurven !’ sind nun die Kurven auf S, deren Projektion auf die x, y-
Ebene die Kurven [ ergeben.

Bei der Untersuchung gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung
haben wir gesehen [IL, 50, 51], daB die gesuchten Funktionen durch die Anfangs-
werte fiir einen gegebenen Wert der unabhéngigen Verédnderlichen vollig bestimmt
sind. Aus diesen Anfangsbedingungen lassen sich die willkiirlichen Konstanten
bestimmen, die im allgemeinen Integral vorkommen, falls wir dieses ermitteln
konnten. Die Losungen lassen sich aber auch ohne Kenntnis eines allgemeinen
Integrals durch Anfangsbedingungen bestimmen, und zwar mit Hilfe der Methode
der sukzessiven Approximation, die wir beim Beweis des Existenz- und Eindeutig-
keitssatzes benutzt haben [II, 51]. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung
(2) enthilt nicht willkiirliche Konstante, sondern willkiirliche Funktionen [II, 23],
und das Problem, die Losungen durch die Anfangsbedingungen zu bestimmen, 1a8t
sich in diesem Fall folgendermafien formulieren: Gesucht ist diejenige Integralfliche
der Differentialgleichung (2), die dwrch eine vorgegebene Kurve 1 im x, y, u-Raum
hindurchgeht. Bezeichnen wir mit 4 die Projektion der Kurve [ auf die z, y-Ebene, so
besteht das gestellte Problem darin, diejenige Losung der Differentialgleichung (2)
zu ermitteln, die in den Punkten der Kurve 4 vorgegebene Werte annimmt. Wir
skizzieren jetzt die Behandlung des Problems [II, 23]. Es sei My ein Punkt der
Kurve I. Wir benutzen seine Koordinaten als Anfangswerte der Funktionen, die
durch das Differentialgleichungssystem (4) bestimmt werden. Auf Grund des
Existenz- und Eindeutigkeitssatzes erhalten wir eine wohlbestimmte Charakteri-
stik, die durch diesen Punkt My hindurchgeht. Fiithren wir dies fiir jeden Punkt
der Kurve ! durch, so erhalten wir eine Schar von Charakteristiken; wir setzen
voraus, dal} diese eine Fliche S erzeugen, die durch w=wu(x, y) darstellbar sei.
Die Flache geht durch die Kurve / und ist somit eine Integralfldche der Differential-
gleichung (2).

Ein strenger Beweis fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung unseres
Problems erfordert einige Voraussetzungen iiber die rechten Seiten der Differential-
gleichungen (4) und einige wesentliche Einschrdnkungen in bezug auf die Kurve /.
Ist beispielsweise die vorgegebene Kurve [ selbst eine Charakteristik, so fithrt das
angegebene Verfahren zur Konstruktion der Charakteristiken durch die Punkte der
Kurve [ nicht zu einer Fliche, sondern nur zur Kurve [ selbst. In diesem Fall kann
es unendlich viele Losungen geben {11, 24]. Um dies nachzuweisen, legen wir durch
einen beliebigen Punkt von [ eine Kurve I3, die keine Charakteristik ist. Wenn wir
durch die Punkte dieser Kurve die entsprechenden Charakteristiken hindurchlegen
(unter denen sich auch die vorgegebene Kurve I befindet), erhalten wir unter be-
stimmten Voraussetzungen eine Integralfliche, die durch die gegebene Kurve [
hindurchgeht. Da nun [; beliebig gewihlt ist, kann das Problem unendlich viele
Losungen besitzen, wenn die gegebene Kurve [ eine Charakteristik ist. Iis kann auch
vorkommen, dafi das Problem iiberhaupt keine Losung hat. Dies gilt dann, wenn
die Charakteristiken, die durch die Punkte von ! hindurchgehen, in der Umgebung
dieser Kurve keine Fliache erzeugen, die eine explizite Gleichung u=wu(x, y) besitzt,
wobei u(z, y) eindeutig und stetig ist und stetige Ableitungen erster Ordnung hat.
Das ist beispielsweise dann der Fall, wenn die fraglichen Charakteristiken eine
Zylinderfliche bilden, deren Erzeugenden zur u-Achse parallel verlaufen. Im folgen-
den Abschnitt untersuchen wir die Bedingungen, unter denen das gestellte Problem
eine wohlbestimmte Losung besitzt.
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2. Das Cauchysche Problem und die Charakteristiken. Unter dem Cauchyschen
Problem versteht man gewdhnlich das im vorigen Abschnitt formulierte Problem,
diejenige Integralfliche der Differentialgleichung (2) zu bestimmen, die durch eine
gegebene Kurve [ geht. Um die Existenz und Eindeutigkeit der Lisung dieses
Problems genau untersuchen zu kénnen, benutzen wir den folgenden Satz aus der
Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen.

Satz. Sind die rechten Seiten der Differentialgleickungen des Systems
dy,
=@ Y e yn) (k=1,2, . m) (5)
in dem Bereich, der durch die Ungleichungen
lr—aj=4, lyx—br|=B (k=1,2, .., n) (6)

definiert ist, stetige Funktionen ihrer Arqumente und existieren auferdem in diesem

Bereich stetige partielle Ableitungen ggﬁ , 80 st die nach dem Existenz- und Bindeutig-
| 8
keitssatz durch beliebige Anfangswerte o, 3, ..., yn aus dem Innern des Bereiches (6)

bestimmte Losung

Ye=@x(®, 20, ¥, s yn)  (k=1,2, ..., n)
des Differentialgleichungssystems (5) eine stetige Funktion ihrer Argumente und
besitzt partielle Ableitungen g;—pg nach den Anfangswerten, die ebenfalls stetige Funktio-
nen ihrer Argumente x, xo, yY, ..., yO sind.

Um unsere Ausfithrungen nicht zu unterbrechen, verschieben wir den Beweis
dieses Satzes auf einen der folgenden Abschnitte.

Wir kehren zur Losung des Cauchyschen Problems zuriick und setzen voraus,
daB die Gleichung der Kurve [ in einer Parameterdarstellung

o= 2o(t), y():yo(t), Z()ZZ()(t) (toététl) (7)

gegeben ist und daB die rechten Seiten der Differentialgleichungen (4) den Voraus-
setzungen des soeben formulierten Satzes in einem Bereich des x, y, u-Raumes
geniigen, der die Kurve 7 im Innern enthilt. Nehmen wir die Koordinaten der
Punkte von [ als Anfangswerte fiir =0, so erhalten wir fiir hinreichend kleine s

:L'=23(8, Zo, Yo, %0), y:y(89 %o, Yo, Uo), u:u(ss %0, Yo, o)
oder mit (7)
w=2(s,1), y=y(s, ), u=u(s,i) (8)

als Losung des Differentialgleichungssystems (4).

Setzen wir noch voraus, daff die rechten Seiten der Gleichungen (7) stetig nach ¢
differenzierbar sind, und benutzen den angegebenen Satz, so finden wir, dafi die
Funktionen (8) stetige Ableitungen nicht nur nach s, sondern auch nach ¢ besitzen.
Bei beliebig vorgegebenem ¢ aus dem Intervall fy<¢<#; sind die Funktionen (8)
fiir alle hinreichend kleinen s bestimmt. Die Funktionaldeterminante der ersten
beiden dieser Funktionen nach s und ¢ lautet

A = x,gyt —XtYs - (9)

Fiir das Folgende ist wesentlich, ob diese Determinante von 0 verschieden ist
oder nicht. Wir betrachten zunédchst den Fall 4+0 lings der Kurve 7 und darauf
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den Fall 4=0 lings /. Wir beginnen mit dem Fall
4%0 (lings der Kurve 1), (10)

d. h. 40 fiir s=0. Da die in 4 vorkommenden Ableitungen stetig sind, gilt
deshalb 4=0 auch in einer gewissen Umgebung des Anfangswertes s=0 und des
Wertes ¢, der zu einem beliebigen Punkt M von [ gehort. Demzufolge kann man die
ersten beiden Gleichungen (8) nach s und ¢ auflésen fiir alle 2 und ¥, die sich in einer
Umgebung der Koordinaten xp, o des Punktes M befinden. Diese Aufldsung ist
eindeutig, und die erhaltenen Funktionen s(z, y) und #(x, y) haben stetige Ablei-
tungen erster Ordnung [HIf1, 19]. Setzen wir die Funktionen s(z, y) und (=, ) in
die dritte Gleichung (8) ein, so erhalten wir in der erwdhnten Umgebung eine Funk-
tion u(z, y), die stetige Ableitungen erster Ordnung besitzt; die Fliche u =u(x, y)
enthélt dabei ein bestimmtes Stiick der Kurve /, das in der Umgebung von M liegt.
Aus den geometrischen Uberlegungen des vorigen Abschnittes geht unmittelbar

hervor, daB u(w, y) der Differentialgleichung (2) gentigt. Wir werden das auch noch
analytisch nachweisen.

Bemerkung. Wir haben die Lésung u(x, y) nur in der Umgebung eines beliebig
vorgegebenen Punktes M der Kurve ! konstruiert; man sagt auch, es ist eine
lokale Losung des Problems konstruiert worden. Unter gewissen Voraussetzungen
iiber die Koeffizienten a, b, ¢ und die Kurve 7 kann man die Integralfliche auch
in einer gewissen Umgebung der ganzen Kurve [ konstruieren, d. h. fiir alle Punkte
(%, y), die der Kurve x=uwp(f), y=yo(f) in der z, y-Ebene hinreichend benachbart
sind. Hierbei nimmt man an, daB die Ableitungen «5(f) und »o(f) nicht gleichzeitig
verschwinden. Eine genaue Formulierung analoger Resultate geben wir im folgen-
den Abschnitt.

Die Existenz einer Losung in einem vorgegebenen Bereich der z, y-Ebene im
GroBen nachzuweisen, ist d&ullerst schwierig. Man kann einen Bereich B der z, y-
Ebene und in ihm eine Funktion b(x, y) konstruieren, die Ableitungen jeder Ordnung
besitzt derart, daf fiir die Differentialgleichung

die Funktion % =const die einzige Losung ist, welche stetige Ableitungen erster
Ordnung besitzt und im ganzen Bereich B existiert.

Jetzt zeigen wir, dafl die konstruierte Funktion wu(x, y) tatsichlich eine Losung
der Differentialgleichung (2) ist. Wenn wir die Kettenregel und die Beziehungen (4)
benutzen, erhalten wir

du
5 = Uat +uyb .

Diese Beziehung gilt fiir alle s und ¢, die in einer Umgebung des Wertes s =0 und
desjenigen Wertes von ¢ liegen, der zu einem beliebigen Punkt M(xy, yq, 20) der

d
Kurve [ gehort. Es ist aber 57526; also erfilllt die Funktion u(x, y) fiir alle z, y in

einer Umgebung von u(z, y) die Differentialgleichung (2).

Zum Beweis der Eindeutigkeit braucht man nur zu zeigen, da8 jede durch I ver-
laufende glatte Integralfliche w=w(x, y) aus Charakteristiken erzeugt werden
kann. Wir bilden das System der beiden Differentialgleichungen

dx

d
= =al g u@m Yl Se=blw, g, ul )] - (11)
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Nach unseren Voraussetzungen sind die rechten Seiten so beschaffen, dafB fiir alle
%, y in einer Umgebung von xy, yo der Existenz- und Eindeutigkeitssatz gilt. Da
die Integralfliche eine explizite Darstellung u=wu(w, y) besitzt und durch das in
der Umgebung des Punktes M (xg, yo, 20) verlaufende Stiick der Kurve ! hindurch-
geht, sind die Koordinaten z, y verschiedener Punkte von [ in der Umgebung von M
verschieden (wir nehmen an, dafl [ doppelpunktfrei ist). Benutzen wir diese Koordi-
naten als Anfangswerte bei der Integration des Systems (11) und setzen wir die
erhaltenen Losungen in die Funktion w = u(x, y) ein, so erhalten wir eine Schar von
Kurven auf unserer Integralfliche. Liangs dieser Kurven sind wegen (11) die ersten
beiden Differentialgleichungen (4) erfiillt. Es 140t sich leicht verifizieren, dafl auch
die dritte Differentialgleichung erfiillt ist. Denn wegen (11) erhalten wir

du
a5 = Yatt + uyb .

d
Da aber u=u(z, y) eine Integralfliche ist, also uya +u,b=c gilt folgt ﬁ:c. So-

mit sind die konstruierten Kurven, welche die Fldche u=u(x, y) iiberdecken,
wirklich Charakteristiken. Also hat das Cauchysche Problem unter der Bedingung (10)
genau eine Losung. Auf die Frage der Eindeutigkeit gehen wir noch einmal bei der
Behandlung nichtlinearer Differentialgleichungen erster Ordnung ein.

Wir setzen nun voraus, daB lings der Kurve [, also fiir s=0,

A=xsys —xys=0 (12)
gilt.

Existiert in diesem Fall eine Integralfliche uw=wu(x, y) mit stetigen Ableitungen
erster Ordnung, die durch die Kurve / hindurchgeht, so muf} diese Kurve, wie wir
sogleich zeigen wollen, eine Charakteristik sein. Wenn wir davon sprechen, daf} die
Flache u=u(z, y) durch die Kurve I hindurchgeht, ist dies stets lokal zu verstehen,
d. h., wir betrachten nur eine gewisse Teilkurve von [.

Wir nehmen an, die GréBen a und b seien lings [ von 0 verschieden. Unter
Beriicksichtigung der ersten beiden Differentialgleichungen (4) liBit sich die Be-
dingung (12) auch in der Gestalt

Xt _y_; _ _

e (s=0) (13)
schreiben, wobei mit £ die beiden iibereinstimmenden Quotienten bezeichnet sind.
Es sei u=u(x, y) eine Integralfliche, die durch ! hindurchgeht. Setzen wir in u(z, y)
die Ausdriicke z=2a9(f) und y=1yo(t) ein, differenzieren nach ¢ und benutzen (13),
so erhalten wir ((11—1: =ugka 4+ uykb. Da u =u(z, y) eine Losung der Differentialgleichung
(2) ist, ergibt sich daraus %1; = ke. Diese Beziehung fithrt gerade auf das Differential-
gleichungssystem

aus dem hervorgeht, daB { eine Charakteristik ist. Also gilt: Daféir, daf im Fall 4=0
eine Integralfliche existiert, die durch eine Kurve | hindurchgeht, ist notwendig, daf3
diese Kurve eine Charakteristik ist. Dann gehen durch die Kurve /, wie wir im vor-
hergehenden Abschnitt gesehen haben, unendlich viele Integralflichen hindurch.
Bei der Durchfiihrung des letzten Beweises war wesentlich, dafl die Integral-
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flaiche u =wu(x, ), die durch ! hindurchgeht, in den Punkten dieser Kurve stetige
Ableitungen besitzt. Es kann vorkommen, wie wir an einem Beispiel sehen werden,
dall durch eine Kurve [, lings der 4=0 gilt, die aber keine Charakteristik ist,
trotzdem eine Integralfliche hindurchgeht; dann sind die partiellen Ableitungen
von u(x, ¥) in den Punkten von [ nicht mehr stetig, mit anderen Worten, / ist eine
singuldre Kurve der Integralfliche. Ist [ keine Charakteristik, gilt aber 4=0
lings I, so bedeutet dies, daf lings der Kurve

Ty Yr | U

a b ¢
ist.

Wir erwihnen noch eine Besonderheit des Systems (4). Der Hilfsparameter s
kommt auf der rechten Seite der Gleichungen nicht vor, so dafl eine der willkiir-
lichen Konstanten als additiver Summand bei s auftritt. Diese willkiirliche Kon-
stante spielt keine wesentliche Rolle und bedeutet nur, dafl der Anfangswert s
willkiirlich gewéhlt werden kann. Somit treten bei der Integration dieses Systems
nur zwei wesentliche willkiirliche Konstanten auf. Man erkennt dies sofort, wenn
man das Differentialgleichungssystem (4) in der Form (3) darstellt.

Wir erinnern daran, daf} sich die inhomogene quasilineare Differentialgleichung
(2) in eine homogene lineare Differentialgleichung iiberfithren 148t, wenn wir die
Lésung in der impliziten Form [II, 21]

(p(CL', Y, u) =C (14)

suchen, mit einer willkiirlichen Konstanten C. Auf Grund der Differentiationsregel
fiir implizite Funktionen gilt

_ 7 — Yy
U= Uy .
und die Differentialgleichung (2) fithrt auf die homogene lineare Differentialgleichung
al(x, y, w) gz +b(x, y, u) py+c(, ¥, w) gu=0. (15)

Das zugehorige System gewohnlicher Differentialgleichungen ist das System (3).
Sind ¢(z, y, u)=C1, @a(x, y, w)=Cs zwel unabhingige Integrale dieses Systems,
so ist auch die Funktion ¢ = F(g1, ¢2), wobei F eine willkiirliche Funktion ihrer
Argumente bedeutet, eine Losung der Differentialgleichung (15). Wir haben ge-
sehen, in welcher Weise aus den Nebenbedingungen des Cauchyschen Problems
die Gestalt dieser Funktion bestimmt werden kann [H, 24].

Die angestellten Uberlegungen geben zu folgender Frage Anlafl. Wir suchten die
Losung der Differentialgleichung (2) aus der Gesamtheit von Losungen, welche
durch eine implizite Gleichung der Gestalt (14) gegeben werden, in der eine will-
kiirliche Konstante O auftritt. Es ist leicht zu zeigen, dafl uns auf diesem Wege keine
einzige Losung unserer Differentialgleichung verlorengeht. Da die Anfangswerte
im Cauchyschen Problem willkiirlich sind, kénnen wir ndmlich annehmen, daB jede
Losung unserer Differentialgleichung in einer ganzen Schar von Losungen vorkommt,
deren Anfangswerte eine willkiirliche Konstante enthalten. Losen wir nach dieser
willkiirlichen Konstanten auf, so konnen wir uns davon iiberzeugen, daf wir jede
Losung aus einer Gleichung der Gestalt (14) erhalten konnen. Uns kénnten nur die-
jenigen (singuliren) Losungen verlorengehen, die wir nicht durch die angegebene
Konstruktion der Losung des Cauchyschen Problems erhalten konnen. Solche
Lésungen kann es nicht geben, wenn die Funktionen «, b und ¢ gewisse allgemeine
2 Smirnow IV/2
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Bedingungen erfiillen. Diese Betrachtungen sind rein formaler Natur, und wir
werden auf exaktere Formulierungen nicht eingehen.

3. Quasilineare Differentialgleichungen mit beliebig vielen Verinderlichen. Wir
behandeln jetzt die quasilineare Differentialgleichung mit beliebig vielen unab-
héingigen Verdnderlichen

a’l(xly veny Ty u) P1+---+an(x1, cery Ty u) pn:C(xl, cory Ty u) . (16)

Dabei setzen wir stets voraus, dafBl die Koeffizienten a3, ag, ..., a, fiir die betrachte-
ten Werte der Verdnderlichen j, 29, ..., 5, 4 nicht gleichzeitig verschwinden,
d. h., daB a?+aj+ ... +a2=>0 ist. Bei der Untersuchung der Differentialgleichung
(16) bedienen wir uns einer geometrischen Terminologie in Analogie zum dreidi-
mensionalen Raum. Im vorliegenden Fall haben wir es mit einem (n+1)-dimen-
sionalen Raum mit den Koordinaten 1, ..., Z,, % zu tun. Unter einer m-dimensionalen
Mannigfaltigheit verstehen wir in diesem Raum eine Gesamtheit von Punkten,
deren Koordinaten sich durch m willkiirliche Parameter ausdriicken lassen (m=mn):

25 = 2g(t1y ooy tm), U=ut1, .oy tm) (k=1,2,..,n).

Dabei nehmen wir an, daf sich jeweils m dieser Gleichungen nach #, ..., ¢, auf-
16sen lassen. Fiir m=n ergibt sich eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, die wir
eine Fliche nennen. Benutzen wir die Grofen a1, ..., ¥, als Parameter, so haben wir
eine explizite Gleichung fiir die Flache in der Form w=u(zy, ..., %5). Diese Gestalt
muB gerade die Gleichung einer Integralfliche der Differentialgleichung (16) haben.
Fiir m =1 heiBt die entsprechende eindimensionale Mannigfaltigkeit eine Kurve des
(n+ 1)-dimensionalen Raumes.
Die Charakteristiken der Differentialgleichung (16) definieren wir durch das

Differentialgleichungssystem

dd'%c:ak(xly ooy Ty ’II;), %zc(xly ooy Ty u) > (17)
in dem s einen Parameter bezeichnet. Jede Losung dieser Gleichungen, mit Aus-
nahme der Losungen, in denen alle @ und » konstant sind, liefert eine Kurve des
(n+1)-dimensionalen Raumes. Eine Losung, in der alle 23 und » konstant sind,
kann aber wegen a3 + ...+ a2 =0 nicht existieren. Die Koordinaten dieser Kurven
lassen sich durch den Parameter s ausdriicken. Um aus diesen Kurven eine Flache
zu konstruieren, miissen wir von einer Kurvenschar ausgehen, die von n—1 will-
kiirlichen Parametern abhingt. Im allgemeinen erhilt man daraus eine Gesamtheit
von Punkten, die von n Parametern abhingt. Wenn eine glatte Fliche u =wu{xy, ..., Zp)
von einer Schar von Charakteristiken erzeugt wird, die von n—1 Parametern abhdingt,
ist sie eine Integralfliche der Qleichung (16). Denn differenzieren wir w(w, ..., xp)
nach s und benutzen die Differentialgleichungen (17), so erhalten wir

du 2

ds :kzi Uyl +

=

Auf Grund der letzten Differentialgleichung (17) folgt aber hieraus die Differential-
gleichung (16). Umgekehrt kann jede glatte Integralfilche u=u(%1, ..., Ty) von einer
Schar wvon Charakteristiken erzeugt werden, die von n—1 Parametern abhdngt.
Denn ist eine Integralfliche w=wu(x, ..., ¥z) gegeben, so kénnen wir die 2 aus
dem Differentialgleichungssystem

de

d—:zak[xl, v Ty WLy s T)] (k=1,2, ..., ) (18)
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bestimmen, dasunsn — 1 willkiirliche Konstanten liefert. Die willkiirliche Konstan-
te, die additiv zu s hinzutritt, spielt keine wesentliche Rolle. Setzen wir die Lj-
sung des Differentialgleichungssystems (18) in die rechte Seite von u=u(w, ..., )
ein, differenzieren nach s und benutzen die Differentialgleichungen (16) und (18),
so finden wir, daf » die letzte der Differentialgleichungen (17) erfiillt.

Wie in [2] nehmen wir an, dafl die Funktion v =wu(x;, ..., ;) und die Funktionen
auf den rechten Seiten der Differentialgleichungen (17) stetige Ableitungen erster
Ordnung besitzen.

Das Cauchysche Problem fiir die Differentialgleichung (16) besteht in der Be-
stimmung derjenigen Integralfliche, die eine vorgegebene (n—1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit

g = Xp(tiy oons tn—1), w=u(t, ..., tn—1) (k=1,2,...,n) (19)

enthilt; dabei sollen die rechten Seiten dieser Gleichungen in einem Bereich .D des
(n—1)-dimensionalen Raumes der #, ..., #,—1 stetig sein und stetige partielle
Ableitungen erster Ordnung besitzen. Py

Wir setzen voraus, daf der Rang der Matrix, die aus den Ableitungen A * besteht,

gleich n—1 ist und dafl verschiedenen Systemen von Werten #, ..., {1 ver-
schiedene Punkte (xy, ..., ;) entsprechen. Weiterhin setzen wir, wie bereits
erwahnt wurde, voraus, daB die Koeffizienten ag(wy, ..., a, ) und c(1, ..., ¥, %)
in einem Bereich des Raumes, der die Mannigfaltigkeit (19) im Innern enthélt,
stetige Ableitungen erster Ordnung besitzen.

Insbesondere kann die Anfangsbedingung beim Cauchyschen Problem darin
bestehen, dafl die gesuchte Funktion « fiir einen vorgegebenen Wert einer unab-
hingigen Verdnderlichen als Funktion der iibrigen Verénderlichen gegeben ist,

u]zl:x§0)=¢(x2, eeny xn) . (20)
Die Losung des Problems erfolgt wie im Fall zweier unabhingiger Verdnder-

licher. Die Ausdriicke (19) benutzen wir als Anfangsbedingungen bei der Integration
des Differentialgleichungssystems (17). Damit erhalten wir eine Losung der Gestalt

2p =258, 1y <.y tn—1), w=u(8, b1, --sy tn—1) - (21)
Im folgenden spielt die Determinante

dxr1  0x2 0%y,
'_a;' ‘58_ Xy —3?
0x1  dx2 oxy
A=\ i ot 7 oty (22)
3901 3902 an
Otp—1 Hp1 ™ Bty

eine wesentliche Rolle, die wir mit Hilfe der Differentialgleichungen (17) in der
Gestalt

ax az ... Qp
gz oxy 0%

A=| P 9 T o (23)
0x1  Oxz 0%n

Oyt dtp—z ™" dtpy
2*
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schreiben konnen. Ist diese Determinante auf der Mannigfaltigkeit (19), d. h. fiir
s§=0, von 0 verschieden, so lassen sich die ersten n Gleichungen von (21) nach
8, b1, ..., ty—1 auflosen. Setzen wir diese Losung in die letzte der Gleichungen (21)
ein, so erhalten wir eine Integralfliche der Differentialgleichung (16). In diesem
Fall kann das Cauchysche Problem keine weiteren Losungen besitzen. Dies alles
148t sich ebenso beweisen wie im Falle zweier unabhéingiger Verinderlicher.

Nun betrachten wir den Fall, dall die Anfangsbedingung die Form (20) hat,
und nehmen an, dafl die s, ..., 2, jetzt die Rolle der Parameter #y, ..., t,_1 spielen.
Dabei wollen wir noch voraussetzen, daff die Differentialgleichung linear und die
Determinante (23) auf unserer Mannigfaltigkeit von O verschieden ist. Wegen
g;—: =0 fiir p+q¢ und %: 1 ergibt sich 4=a3+0. Dividieren wir die Differential-
gleichung durch den Koeffizienten a;, so gelangen wir zu der Differentialgleichung

p1+Haal®1, .oy Tn) P2 F oo +Au{X1, ey Tn) Pn=b(T1, ..., 2y) u-+c(y, ..., Tp) .(24)
Wir setzen noch voraus, daB die Koeffizienten ag, b und ¢ fiir x = z; = § und beliebige
reelle Werte von s, ..., #, stetig sind und stetige partielle Ableitungen erster
Ordnung nach g, ..., &, besitzen und daB ferner die Koeffizienten fiir diese Werte
der Veranderlichen beschrinkt sind: |azx| =M, |b| =M, |c|= M.
Wihlen wir #; als unabhiingige Verinderliche, so konnen wir das Differential-
gleichungssystem (17) in der Gestalt

daxy

a;l—:ak(xl, ey Xpg) (k:z’ A (25)

du

(;—h,:./{;:b(xly ARt ] xn) u+6(x1, eeny (En) (26)
schreiben.

Es sei 2 ein Anfangswert von 1 aus dem Intervall [«, §]. Wir integrieren das
Differentialgleichungssystem (25) mit beliebigen Anfangsbedingungen

apl oy =ap) k=2, ..., 7).

’ll"'l
Aus |ay| = M folgt, daBl die Losungsfunktionen zy des Differentialgleichungs-
= M. Damit bleiben auch die

dzg
systems (25) beschrinkte Ableitungen besitzen, I dfcl

Losungen xp selbst dem absoluten Betrag nach beschrankt: g — a2 =M (8 —a).
Durch Anwendung der Methode der sukzessiven Approximation [IL, 51] kénnen
wir uns leicht davon iiberzeugen, dafl die Losungen

ap =gy, 20, 20, L, 2D k=2, ..., %) (27)

auf dem ganzen Intervall a=x; =g fiir beliebige Anfangswerte a0 (k=2, ..., n)
existieren. Wir kénnen sagen, dafl diejenige Integralkurve, die durch den Punkt
Ap(?, 2", ..., ) geht, auch den Punkb A(xy, 23, ..., x,) enthilt, dessen Koordina-
ten durch (27) bestimmt sind. Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes gilt: Wahlen
wir den Punkt A als Anfangspunkt, so geht die zugehorige Integralkurve durch
den Punkt Ag. Hieraus folgt, daB die Gleichungen (27) fiir beliebige x; nach
a0, ..., 2’ auflosbar sind, wobei die Losungen die Gestalt

x](f')) :(pk(xgo), X1, X2y ouy xn) (k:2; seey n) (271)
haben.



