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1  Einleitung

In diesem Buch befassen wir uns mit der Bewegung von Massenpunkten und starren
Korpern unter dem Einfluss von Kréften, d.h. wir behandeln die Kinetik einfacher
mechanischer Systeme. Im internationalen Sprachgebrauch hat sich hierfiir aller-
dings statt des korrekten Ausdrucks ,Kinetik* die Bezeichnung Dynamik (englisch:
dynamics) durchgesetzt. Eigentlich bedeutet Dynamik ja ,Lehre von den Kréften®,
wéhrend hier die Bewegung unter der Wirkung von Kréften im Mittelpunkt unserer
Betrachtungen steht. Wir schlielen uns dem modernen Sprachgebrauch an und
verwenden die Bezeichnung ,,Dynamik® anstelle von ,,Kinetik®

Als Lehre von den Bewegungen und den Kréiften verwendet die Dynamik Begriffe der
Statik, d.h. der Geometrie der Kréifte, und der Kinematik, also der Geometrie der
Bewegung. Mit der Statik haben wir uns schon in TM 1 (= Technische Mechanik,
Bd. 1) beschéftigt. Die Kinematik wurde bisher noch nicht behandelt. Wir miissen
uns daher zunédchst der Beschreibung der Bewegungen, d. h. also der Kinematik,
widmen, bevor wir dann in der Dynamik den Zusammenhang zwischen den Kréaften
und den Bewegungen genauer untersuchen. Zu den Grundbegriffen aus der Statik
(TM 1) und der Festigkeitslehre (TM 2) tritt dabei als zusétzlicher, neuer Begriff die
Zeit auf. Damit sind Raum, Zeit, Masse und Kraft die wichtigsten Grundbegriffe
der Dynamik.

In der klassischen NEWTONschen Mechanik!, die fiir eine hinreichend genaue Be-
handlung der meisten mechanischen Probleme der Technik ausreicht, geht man von
der Existenz einer absoluten Zeit sowie eines absolut ruhenden Bezugssystems, eines
so genannten Inertialsystems, aus. Lediglich bei wenigen, speziellen Problemen der
Technik muss man {iber den Rahmen dieser klassischen Mechanik hinausgehen, um
auf zufrieden stellende Losungen zu kommen.

Wir fassen die Grundlagen der klassischen Mechanik in den NEwWTONschen Gesetzen
zusammen, die in etwas anderer Form auch schon in TM 1 angegeben wurden.
Sie sind zwar nicht in dieser Formulierung bei NEWTON zu finden, es ist jedoch
heute allgemein {iblich, sie mit seinem Namen zu verbinden. Das erste Gesetz, auch
Tragheitsgesetz genannt, besagt:

Es existiert ein Bezugssystem (Inertialsystem), beziglich dessen jeder
Massenpunkt in Ruhe oder in gleichformiger geradliniger Bewegung bleibt,
wenn keine Krdifte auf thn wirken.

1 Nach dem Physiker und Astronom Sir Isaac NEWTON, *¥1643 in Woolsthorpe, 11727 in Kensington
(heute London).



1 Einleitung

Das zweite Gesetz (= Bewegungsgesetz, Grundgesetz der Dynamik) lautet:
In diesem Inertialsystem gilt fiir einen Massenpunkt der Zusammenhang
F=ma, (1.1)

d. h. der Kraftvektor ist proportional zum Beschleunigungsvektor; die Pro-
portionalititskonstante ist die Masse (trige Masse).

Das dritte Gesetz (= Gegenwirkungsgesetz, Gesetz von actio & reactio) be-
sagt:

Krifte treten immer paarweise auf. Ubt ein Korper 1 eine Kraft auf einen
Korper 2 aus, so ist diese gleich grof$ und entgegengerichtet zu der Kraft,
die der Korper 2 auf den Korper 1 austibt.

Dieses dritte NEWTONsche Gesetz wird auch oft pragnant durch die Gleichung

actio = reactio (1.2)

formuliert. Wir nehmen im Folgenden an, dass die drei Gesetze fiir Massenpunkte
gelten und werden daraus dann Aussagen flir andere Korper herleiten. Als von den
NEWTONschen Gesetzen unabhéngiges Axiom fithren wir in Kapitel 3 und 4 noch
den Drehimpulssatz oder Drallsatz ein, den man nur fiir Spezialfille aus diesen
,,Gesetzen* ableiten kann.



2 Kinematik

2.1 Kinematik des Punktes

2.1.1 Die geradlinige Bewegung

In der Kinematik beschreiben wir die Lage von Korpern in Abhéangigkeit von der Zeit.
Zunéchst behandeln wir die Kinematik eines Punktes und fithren die Grundbegriffe
Geschwindigkeit und Beschleunigung anhand der geradlinigen Bewegung ein.

Geméafl Abb. 2.1 betrachten wir einen sich auf einer gegebenen Geraden bewegenden
Punkt P. Seine Lage wird auf der Geraden durch die einzige Koordinate x beschrieben.
Als Bewegung bezeichnen wir die Funktion z(t), also die Abhéngigkeit der Variablen
x von der Zeit t. Grafisch kann sie z. B. wie in Abb. 2.2 dargestellt werden.

T
T
I I
0] P | |
¥ I I I
(t) t o t+Ar
2.1: Zur geradlinigen Bewegung eines 2.2: Zum Begriff der mittleren Geschwin-
Punktes digkeit

Die mittlere Geschwindigkeit in dem Zeitintervall von ¢ bis ¢ + At ist durch den
Quotienten

Cx(t+At)—2(t) Az

= -7 2.1
v At At (2.1)

definiert (A = ,Delta®). Geméf8 Abb. 2.2 ist die mittlere Geschwindigkeit in dem
gegebenen Zeitintervall proportional zur Steigung der Sekante an die gegebene
Kurve z(t):

Um ~ tan « (2.2)

(o = alpha“). Als momentane Geschwindigkeit oder auch einfach Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt ¢t = ¢ bezeichnen wir den Grenzwert

o(D) = m, T = 40D 29



2 Kinematik

der mittleren Geschwindigkeit fiir At — 0. Wie man sieht, ist dies die Ableitung
von z(t) nach t. Die Geschwindigkeit v(t) ist demnach proportional zur Steigung
der Tangente an der Stelle t = ¢ in Abb. 2.2.

Die mittlere Beschleunigung in dem Zeitintervall (¢, ¢ + At) ist als

Av
= — 24
Y 24)
definiert und die (momentane) Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ als
- L Av
a(t) = Alygo A7 =(t). (2.5)

Kennt man die Bewegung z(t), so kann man Geschwindigkeit #(¢) und Beschleuni-
gung &(t) durch Differenziation bestimmen. Die Formelzeichen v und a fiir Geschwin-
digkeit und Beschleunigung sind international gebréuchlich, sie entsprechen den
englischen Bezeichnungen ,yvelocity* bzw. ,acceleration®, die ihrerseits aus dem La-
teinischen kommen. Definitionsgemafl werden Geschwindigkeit und Beschleunigung
im SI-System in m/s bzw. m/s? gemessen.

2.1.2 Erste Bemerkungen zu Differenzialgleichungen

Im NEwTONschen Grundgesetz (1.1) sind die Kréfte in der Regel nicht konstant;
nur in wenigen Féllen sind sie vorgegebene Funktionen der Zeit. Meist hdngen die
Kréfte vom Ort und auch von der Geschwindigkeit ab. Die Luftwiderstandskraft
ist ein typisches Beispiel einer geschwindigkeitsabhdngigen Kraft. Nehmen wir an,
dass die Kraft als Funktion des Ortes, der Geschwindigkeit und der Zeit gegeben
ist, so nimmt das NEwTONsche Grundgesetz (1.1) fiir die geradlinige Bewegung die
Form

mi(t) = F(a(t), #(t), 1 (2.6)

an, wobei die Funktion F(z, &, t) bekannt und gleich der Summe aller auf den
Massenpunkt in z-Richtung wirkenden Kréfte ist.

Das Grundgesetz der Dynamik fithrt also auf eine Gleichung der Art
E(t) = a(z(t), 4(t), 1), (2.7)

wobei die rechte Seite eine Funktion von z, & und t ist. Wir nehmen jetzt an,
dass die Funktion a(z, &, t) bekannt und die Bewegung x(t) zu bestimmen ist.
Gleichungen der Art (2.7), die einen Zusammenhang zwischen den Ableitungen einer
(unbekannten) Zeitfunktion, der Funktion selbst und der Zeit herstellen, bezeichnet
man als Differenzialgleichungen. Eine Losung der Differenzialgleichung (2.7) ist eine
Funktion z(t), die — in (2.7) eingesetzt — diese fiir alle Zeiten erfiillt.



2.1 Kinematik des Punktes

In der Mechanik, aber auch in vielen anderen Bereichen der Physik und der Technik,
spielen Differenzialgleichungen eine zentrale Rolle, und entsprechend viel Aufmerk-
samkeit wird ihnen in den Mathematik-Vorlesungen gewidmet. Da dies aber oft
erst zu einem spéteren Zeitpunkt geschieht, werden wir (2.7) an dieser Stelle etwas
ndher beleuchten. Zunéchst stellen wir fest, dass die Differenzialgleichung (2.7) von
zweiter Ordnung ist (Die Ordnung einer Differenzialgleichung ist die Ordnung der
hochsten in ihr auftretenden Ableitung). Der Grund dafiir ist, dass im Grundgesetz
der Dynamik zwar Beschleunigungen, aber keine hoheren Zeitableitungen von z(t)
auftreten.

Beschleunigung als Funktion der Zeit

Im Folgenden besprechen wir die wichtigsten Spezialfille von (2.7). Zunéchst be-
trachten wir den Fall, in dem die Beschleunigung lediglich eine Funktion der Zeit
ist. Dann reduziert sich (2.7) zu

i(t) = a(l), (2.8)

wobei die rechte Seite eine gegebene Funktion der Zeit ¢ ist. Die Integration dieser
Gleichung beziiglich ¢ liefert

o(t) = () = /a(t) dt+Cy . (2.9)

Die Geschwindigkeit kann also durch Integration aus der Beschleunigung ohne
weiteres bestimmt werden, wenn a(t) vorgegeben ist. Die Integrationskonstante
C1 ist dabei noch festzulegen. Sie ergibt sich z.B. aus einer Anfangsbedingung
fir die Geschwindigkeit. Anstelle des unbestimmten Integrals kann man auch das
bestimmte Integral

v(t)—v(O):/O af) df (2.10)

schreiben, bzw.
t
ot) = [ a@®dt+o(0), (2.11)
0

wobei
v(0) = 2(0) = vy (2.12)

jetzt die Bedeutung der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0, d. h. der Anfangsge-
schwindigkeit hat. Ganz analog liefert eine zweite Integration nunmehr

2(t) = /O o(E) df + o (2.13)

mit xq als Anfangslage.
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Als erstes Beispiel zu (2.8) betrachten wir den Sonderfall der Bewegung mit
konstanter Beschleunigung

a(t) = ag = const . (2.14)
Dies fithrt mit (2.11) auf

v(t) = apt + v (2.15)
und daraus folgt mit (2.13)

2
z(t) = ao 5 +vot + o, (2.16)
d.h. die Koordinate x(t) ist eine quadratische Funktion der Zeit, wihrend die
Geschwindigkeit v(t) = @(t) linear in ¢ ist (s. Abb. 2.3).

T
apn 3
]
:
! t
]
T 1
]
l
Vo :
-7 I
I
| t
T 1
I
]
1
I
]
-7 4’?0 ' t 2.3: Zur Bewegung (2.16)

Als zweites Beispiel behandeln wir die Bewegung mit harmonischer Beschleu-
nigung

a(t) = a sinwt, (2.17)

wobei w (w = ,,omega“) und a gegebene Konstanten sind. Hier ergibt die Integration
der Beschleunigung

t
o 1 _ |t
v(t) = &/ sinwtdt +vg = —a — coswt| + vy, (2.18)
0 w 0
so dass

v(t) = — " (coswt — 1) + vy (2.19)
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2.4a: Zur Bewegung (2.20) fur 2.4b: Zur Bewegung (2.20) fiir vo = 0,
vo = —a/w, o =0 z0=0

ist. Eine weitere Integration liefert schlieflich

~

t
z(t) = _g/o (coswt —1)dt +vo t + xq

R . (2.20)
a . a

:——2smwt+ vo+ — | t+ x9
w w

Das Ergebnis hiangt von den Anfangsbedingungen ab. Der Verlauf der Beschleuni-
gung a(t), der Geschwindigkeit v(¢) und der Bewegung x(¢) ist fiir xg = 0, vg = —a/w
in Abb. 2.4a dargestellt. Man bezeichnet eine solche durch trigonometrische Zeit-
funktionen beschriebene Bewegung als harmonische Schwingung. Offensichtlich
gehoren zu einer harmonischen Schwingung z(t) eine Geschwindigkeit und eine
Beschleunigung, die ebenfalls harmonisch sind. Wahlt man als Anfangsbedingungen
2o = 0, vg = 0 so ergibt sich der in Abb. 2.4b dargestellte Verlauf von Beschleu-
nigung, Geschwindigkeit und Auslenkung. Diese Bewegung ist keine harmonische
Schwingung.

Beschleunigung als Funktion der Geschwindigkeit

Als zweiten Sonderfall von (2.7) betrachten wir

i(t) = a(@(t)); (2.21)



2 Kinematik

hier ist die Kraft bzw. die Beschleunigung als Funktion der Geschwindigkeit vorge-
geben, wie es z. B. beim Luftwiderstand der Fall ist. Mit

v =i (2.22)

schreibt sich (2.21) als
d
= =alv) (2.23)
und dies kann auch als
dv
a(v)

geschrieben werden (,,Trennung der Verdnderlichen®). Auf der linken Seite steht in
(2.24) jetzt ein Ausdruck, der lediglich von v abhéngt, wihrend die rechte Seite nur
t enthélt. Beide Seiten kdnnen daher geméafl

/ - / at (2.25)

integriert werden. Bezeichnet man die Stammfunktion (d. h. das Integral) von 1/a(7)
mit G(7), so folgt

= dt (2.24)

G(v) — G(vg) =t. (2.26)

Damit ist ¢ als Funktion von v bekannt. Gelingt es, (2.26) nach v aufzulosen, so
ergibt sich daraus

v(t) = f(vo, 1) (2.27)

FEine weitere Integration liefert dann
t —_ —_
z(t) = zo +/ f(vo,t)dt. (2.28)
0

Im Gegensatz zu dem ersten Sonderfall (2.8) der Differenzialgleichung (2.7) war es
hier nicht moglich, beide Seiten von (2.21) ohne weiteres zu integrieren, da in (2.21)
die rechte Seite nicht als Funktion von ¢ vorliegt. Es war daher notwendig, zunéchst
die Trennung der Verdnderlichen durchzufiihren.

Als Beispiel zu (2.21) behandeln wir die Differenzialgleichung
i(t) =g —ki*(t), (2.29)

wobei g und k konstant sind. Diese Differenzialgleichung beschreibt einen Korper
im freien Fall unter Beriicksichtigung des Luftwiderstandes, der in guter



2.1 Kinematik des Punktes

Néherung quadratisch in der Geschwindigkeit ist. Trennung der Verénderlichen in
(2.29) liefert zundchst mit & = v

dv

g—kor 46 (2.30)

und die Integration mit vy = 0 ergibt

[ a o)
k
artanh (v\/;> =t (2.32)

folgt. Auflésung nach v liefert

v(t) = \/g tanh (t\/g>k) ) (2.33)

und der Verlauf dieser Funktion ist in Abb. 2.5 wiedergegeben. Man erkennt an
(2.29) (durch Nullsetzen von #) und auch an (2.32), dass fiir groe Zeiten die
Geschwindigkeit gegen den endlichen Grenzwert

woraus

3~
Eon

Vend = lim v(t) = /2 (2.34)

t— 00 k

strebt. Die Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ = 0 entspricht der Steigung im Koor-
dinatenursprung in Abb. 2.5, und es gilt tan @ ~ g. Eine weitere Integration von
(2.33) ergibt x(t).

v

Vend 1

2.5: Verlauf der Geschwindigkeit gemaB (2.33)

Beschleunigung als Funktion der Lage

Als dritten Sonderfall von (2.7) untersuchen wir noch die Differenzialgleichung

i(t) = a(z(t)), (2.35)
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die sich ergibt, wenn die Beschleunigung als Funktion der Lage gegeben ist. Dabei
schreiben wir (2.35) zunéchst als

dv

T a(x) (2.36)
bzw.

dv = a(z)dt. (2.37)

Multiplikation beider Seiten mit v ergibt
vdv = a(z)vdt, (2.38)

wobei nun auf der rechten Seite das Produkt vdt durch dx ersetzt werden kann.
Damit kann (2.38) geméf}

/U@di = /z a(z) dz (2.39)

vo o

integriert werden. Mit H(Z) als der Stammfunktion von a(Z) folgt hieraus
v? — 03

5 = H(z) — H(zo), (2.40)

und Auflésung nach v bzw. & (sofern moglich) liefert
T = h((E, Zo, 'Uo) . (241)

Hier kann nun wieder die Trennung der Verdnderlichen durchgefithrt werden, und
die Integration von

/9” dz /t &
- i
z0 h(f, I(),U()) to (242)

ergibt schlieBlich ¢(x), also die Zeit ¢ als Funktion der Ortskoordinate .

Als Beispiel betrachten wir die Bewegung mit zum Weg proportionaler Be-
schleunigung, die auf die Differenzialgleichung

i(t) = —w?a(t) (2.43)

mit der positiven Konstanten w? fiihrt. Das Minuszeichen in (2.43) zeigt an, dass
die Beschleunigung dem Weg entgegengerichtet ist. Wir schreiben (2.43) als

dv 9
g x(t), (2.44)



