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Vorwort

Das vorliegende Aufgaben- und Losungsbuch will
einen Beitrag zur Forderung der Mathematikausbildung
leisten, indem es zur Beschéftigung mit mathematischen
Aufgabenstellungen und zur Einiibung von Problemls-
sungsfertigkeiten einlddt. Es ist entstanden aus Aufgaben-
blittern und Ubungsmaterialien, die ich iiber viele Jahre
hinweg in einer ganzen Reihe verschiedenster mathemati-
scher Lehrveranstaltungen an der Hochschule RheinMain
verwendet habe.

Wichtig war mir — sowohl beim Stellen der Aufgaben
als auch beim Schreiben des Buches — eine grofie Band-
breite der Aufgabenstellungen. Diese reichen von einfa-
chen Fragen zur GewShnung an neue Begriffe und Rou-
tineaufgaben zum Einiiben und Einschleifen von Rechen-
techniken iiber anspruchsvollere Aufgaben, in denen Bei-
spiele und Gegenbeispiele gesucht, Feinheiten von Begriffs-
bildungen und Aussagen ausgelotet und weiterfiihrende
Aspekte erkundet werden, bis hin zu wirklichen Heraus-
forderungen, denen sich zu stellen einige Ausdauer erfor-
dert. Dabei habe ich bewuflt hohe Anspriiche nicht ver-
mieden, denn (wie schon der Prediger Salomo wufte) “wo
viel Weisheit ist, da ist viel Gramen, und wer viel lernt,
der muf viel leiden”. Ich bin aber zuversichtlich, dafl durch
die Aufteilung komplexer Aufgabenstellungen auf mehre-
re Teilaufgaben und durch die gegebenen Hinweise allzu
groflen Frustrationen vorgebeugt wird.

Damit das Buch auch zum Selbststudium geeignet ist,
habe ich zu allen Aufgaben ausfiihrliche Losungen erstellt,
deren Formulierung vielleicht auch ein Gefiihl dafiir ver-
mittelt, wie man mathematische Sachverhalte ausdriickt
und zu Papier bringt. Natiirlich sollte man aber vor dem
Blick in die Losung immer versuchen, die jeweilige Aufga-
be selbst zu bearbeiten: Mathematik ist kein Zuschauer-
sport, sondern eher wie Klavierspielen; man erlernt sie nur
durch eigene aktive Beschiftigung. Ich hoffe, dafl bei al-
ler Konzentration auf das Losen von Aufgaben auch etwas
von der Schonheit, Klarheit und Eleganz der Mathematik
deutlich wird. Von den Inhalten und vom Kapitelauftbau
her richtet sich das vorliegende Buch nach dem Lehrbuch

Karlheinz Spindler: Héhere Mathematik — Fin
Begleiter durch das Studium, Verlag Harri Deutsch,
Frankfurt am Main* 2010.

Immer, wenn in den Losungen auf “das Buch” verwiesen
wird, ist dieses Lehrbuch gemeint. Die Verweise dienen in
erster Linie der bequemen Referenzierung; die allermeisten
Aufgaben konnen vollkommen unabhéingig von der Ver-
wendung eines bestimmten Lehrbuches oder Manuskriptes
bearbeitet werden, und ich hoffe, da sich geeignete Auf-
gaben fiir eine Vielzahl verschiedener Lehrveranstaltungen

* Inzwischen Edition Harri Deutsch, Verlag Europa-
Lehrmittel, Haan-Gruiten.

auswéhlen lassen. Da das Material des Buches in unter-
schiedlicher Intensitét fiir unterschiedliche Lehrveranstal-
tungen entstand, war eine gewisse Unausgewogenheit zwi-
schen den verschiedenen thematischen Bereichen (oder,
positiver ausgedriickt, eine gewisse Schwerpunktsetzung)
unausweichlich. Der zu erwartende eher geringe Zusatz-
nutzen erschien es mir nicht wert, hier mit entsprechen-
dem Zeitaufwand (und resultierenden Verzégerungen) die
Unterschiede nachtréglich noch auszugleichen. Um noch
einmal den Prediger Salomo zu Wort kommen zu lassen:
“Des vielen Biichermachens ist kein Ende, und viel Stu-
dieren macht den Leib miide”.

Wie schon bei dem genannten Lehrbuch bin ich auch
beim Schreiben dieses Aufgaben- und Losungsbuchs Frau
Dr. Renate Schappel zu kaum ermefllichem Dank ver-
pflichtet. Sie hat sich mit bewundernswerter Energie und
Begeisterung, mit grofiler Akribie und Sorgfalt der Her-
kulesaufgabe angenommen, das vollstindige Manuskript
(teilweise in verschiedenen Versionen) kritisch zu lesen
und zu kommentieren. Sie deckte eine Unzahl von Feh-
lern auf, und nichts war vor ihrem kritischen Blick si-
cher: einfache Tippfehler, Rechenfehler, falsche oder un-
vollstdndige Schliisse, stilistisch verungliickte Formulie-
rungen, falsche Verweise, unschone Zeilen- oder Seitenum-
briiche und vieles mehr. Ohne ihre Hilfe wire das Erschei-
nen dieses Buches schlechterdings nicht denkbar. Mein
Dank gilt ferner Herrn Klaus Horn vom Verlag Europa-
Lehrmittel fiir die kompetente verlagsseitige Umsetzung
des Werkes und die jederzeit angenehme Zusammenarbeit.
Thm danke ich nicht nur fiir die engagierte und sachkundi-
ge Unterstiitzung des Buchprojekts, sondern auch fiir den
gutmiitigen Humor, mit dem er meinen Sonderwiinschen
begegnete. Schliefflich bin ich mehreren Generationen von
Studenten zu Dank verpflichtet, mit denen ich iiber die
Jahre hinweg zusammenarbeiten durfte und deren Fra-
gen, Kommentare und Anregungen zu Verbesserungen bei
zahlreichen Aufgaben und Lésungen fiihrten.

Alle noch verbliebenen Fehler und Unstimmigkeiten
gehen natiirlich einzig und allein zu meinen Lasten als
Autor. Autor und Verlag sind fiir Hinweise auf Fehler und
Ungenauigkeiten sowie fiir konstruktive Kritik jederzeit
dankbar.

A. D. 2021 Karlheinz Spindler
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Teil 1:
Aufgaben






1. Mengen

Al: Mengen

Aufgabe (1.1) Es seien A = {1,2,3,4} und B =
{3,4,5,6}. Bestimme AU B, ANB, A\ B und B\ A.

Aufgabe (1.2) Es sei I die Menge aller Menschen,
und fiir i € I sei A; die Menge der Eltern von 7. Was be-
deuten die Bedingungen A; = A; bzw. A; N A;j # 0 fiir ¢
und j? Bestimme (., A; und (J;c; A; !

Aufgabe (1.3) (a) Vereinfache fiir beliebige Mengen
A und B die Ausdriicke AN (AUB) und AU (AN B)!

(b) Vereinfache fiir beliebige Mengen A, B,C den
Ausdruck (AU B)N(BUCQC)!

(c) Wie lassen sich die Ausdriicke AU B, AN B und
A\ B vereinfachen, wenn A C B gilt?

Aufgabe (1.4) Was 148t sich iiber A und B sagen,
(a) wenn AU B = () gilt?

(b) wenn A\ B = A gilt?

(c) wenn A\ B = B gilt?

(d) wenn A\ B = B\ A gilt?

Aufgabe (1.5) Es sei X eine fest vorgegebene Men-
ge; fiir S C X schreiben wir § := X \ S fiir das Komple-
ment von S beziiglich X . Vereinfache fiir beliebige Mengen
A, B C X die folgenden Ausdriicke!

(a) (AUB)N(AUB)

(b) (AUB)N(AUB)N(AUB)

Aufgabe (1.6) Die folgenden Aussagen sollen durch
dquivalente Teilmengenbeziehungen zwischen A und B er-
setzt werden!

(a) AUB=A
(b)) ANB=A
(c) AN\B=10

Aufgabe (1.7) Es seien A, B, C Mengen. Zeige, dafl
genau dann (ANB)UC = AN (BUC) gilt, wenn C eine
Teilmenge von A ist.

Aufgabe (1.8) Es sei X eine nichtleere Menge. Zei-
ge, dafl fiir zwei Teilmengen A, B C X die folgenden Aus-
sagen dquivalent sind:

(1) AC B;
(2) fiir jede Menge C C X mit ANC # 0 gilt auch
BnNC #0.

Bemerkung: Diese Aufgabe zeigt, dal sich der Begriff
des “Enthaltenseins” und der Begriff des “Sichschnei-
dens” oder “Uberlappens” gegenseitig durcheinander aus-
driicken lassen.

Aufgabe (1.9) Es seien A, B,C Teilmengen einer
Menge X . Beweise die folgenden Rechenregeln!

(1) ANA=A AUA=A
(2) ANB=BnA AUB=BUA

(3) (ANB)NC = AN(BNC), (AUB)UC = AU(BUC)
(4) AN(BUA)=A, AU(BNA)=A

Die Regeln (1)-(4) nennt man der Reihe nach Idempotenz-
gesetze, Kommutativgesetze, Assoziativgesetze und
Absorptionsgesetze; alle vier Regeln zusammen nennt
man Verbandsgesetze. Zeige ferner, dafl die beiden fol-
genden Distributivgesetze gelten:

AN(BUC) = (ANB)U(ANC),
AU(BNC) = (AUB)N(AUQ).

Aufgabe (1.10) Beweise die folgenden Rechenre-
geln!

(a) AA\B=A\(ANnB)=(AUB)\B

(b) AN (B\C) = (A\B)U(ANC)

(€) (A\B)\C=(A\B)\(ANC) = A\ (BUC)

(d) (Migr Ai) \ B = ;e (4i \ B)

(€) (Uicr 4i) \ B = U, (4i \ B)

Aufgabe (1.11) Welche Beziehung besteht zwischen
den Mengen (A\ B)\ C und A\ (B\ C)? Wann sind diese
beiden Mengen gleich?

Aufgabe (1.12) Es sei (A;);e; eine Familie von Teil-
mengen einer Menge X. Beweise die nach Augustus de
Morgan (1806-1871) benannten Regeln von de Mor-
gan:

X\(UAi):m(X\Ai)v X\(mAi):U(X\Ai>'

iel icl icl icl

Aufgabe (1.13) Beweise die folgenden Monotonie-
gesetze fiir Mengenoperationen! Sind (A;);cr und (B;)cr
Familien von Mengen mit A; C B; fiir alle i € I, so gelten
auch die Inklusionen (;c; A; € (;c; Bi und U, Ai C
UieI B;.

il

Aufgabe (1.14) Es seien A, B, C Teilmengen einer
Menge X. Zeige, dafl mit der Notation U := X \ U die
folgenden Rechenregeln gelten!

() 0=X,X=0,AnA=0, AUA=X

(b) AND=0,AUD=A, ANX = A4, AUX = X
(c) A=A .

() ANB=AUB, AUB=AnB

() AN\B=ANB=AUB

(f) Genau dann gilt A C B, wenn B C A gilt.

(8) ANB C (ANC)U(BNT)

(h) AUB D (AUC)N(BUT)

/" Lésungen zu »Mengen«
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Aufgabe (1.15) Vereinfache fiir beliebige Mengen A
und B die folgenden Ausdriicke!

A\(A\B) A\(B\A) (A\B)\4 (B\A4)\4
A\(ANB) A\(BNA) (A\B)nA (B\A)NA
AN(A\B) An(B\A) (ANB)\A (BNA)\A
A\(AUB) A\(BUA) (A\B)UA (B\A)UA
AU(A\B) AU(B\A) (AUB)\A (BUA)\A

Aufgabe (1.16) Zeige, dafl fiir beliebige Mengen
A, B, C' die folgenden Gleichungen gelten!

A\ (BUC)=(A\B)Nn(4A\ )
A\ (BNnC)=(A\B)U(4A\ )
AN(B\C)=(ANB)\ (ANC)
AU(B\C)=AU(B\(AUQ))

Aufgabe (1.17) Die symmetrische Differenz
zweier Mengen A und B ist definiert als

AAB = (AUB)\(ANB) = (A\ B)U(B\ A).

A B

AAB

Symmetrische Differenz zweier Mengen.

Zeige, daf fiir alle Mengen A, B, C die folgenden Rechen-
regeln gelten!

(a) AAA=10
(b) AAD = A
(c) AAB = BAA (Kommutativgesetz)

(d) (AAB)AC = AA(BAC) (Assoziativgesetz)

(e) AN(BAC) = (ANB)A(ANC)

(f) A\ B=AA(ANB)

(g) AUB =AABA(ANB)

(h) Genau dann gilt AAB = (), wenn A = B ist.

(i) Aus AAC = BAC folgt A = B (Kiirzungsregel).
(j) AAC C (AAB) U (BACQC)

Aufgabe (1.18) Es sei X eine fest vorgegebene Men-
ge. Auf der Menge aller Teilmengen von X definieren wir
eine Summenbildung + und eine Produktbildung - durch
die Vorschriften

A+ B:=AAB:=(A\B)U
AB:=A-B:=ANB.

(B\A) und

Ferner definieren wir das Nullelement 0 := {} und das
Einselement 1 := X. Zeige, dafl dann fiir alle Teilmengen
A, B,C von X die folgenden Rechenregeln gelten:

(a) A+ B=B+ A

(b) (A+B)+C=A+(B+C)
(¢) A+0=A

(d) A+A=0

(e) A+ A=1fir A:=X\A4
(f)y A-B=B-A

() (A-B)-C=A-(B-C)
(hy A-1=A4

(i) A-0=0

() A-A=A

(k) A(B+C)=AB+ AC

() (A+ B)C = AC + BC
Zeige ferner, daf§ die Gleichungen A\ B = A(A+ B) =
A+ AB und AUB = A+ B+ AB gelten; alle Mengenope-
rationen lassen sich also mit Hilfe der Rechenoperationen
+ und - ausdriicken.

Aufgabe (1.19) Jedem Element ¢ einer Indexmenge
I sei eine weitere Indexmenge J; zugeordnet, und es sei
K :={(i,5) | i € I,j € J;}. Zeige, daB fiir alle Famili-
en von Mengen M;; die folgenden Rechenregeln (die man
verallgemeinerte Assoziativgesetze nennt) gelten:

U (U M) Sy

iel \j€J; (i,j)EK
N (ﬂ MU) = () My
iel \jeJ; (i,j))eK

Zeige ferner, wie sich aus diesen Regeln die in Nummer
(3) von Aufgabe (1.9) angegebenen Assoziativgesetze er-
geben!

Aufgabe (1.20) Es seien (A;)icr und (Bj)jes zwei
Familien von Mengen. Beweise die folgenden Rechenre-

geln!

(N4 (O B)= [) (AnBy
iel jeJ (i,5)eIxJ

®) (Ja)u(UB)= |J AuBy
i€l jeJ (4,5)€IxJ

o (NA)u((B)= [] (AuB)
i€l jeJ (i,5)EIX T

@ (Ja)n(UB)= U Ans)
i€l JjeJ (4,5)EIXJT

) (J4)n (N B)=U((AinBy)
iel jeJ iel jeJ
(U4)u (N B)=NJAiuBy)
iel jeJ jeJ iel

Bemerkung: Gleichungen wie (AN B)UC = (AUC)N
(B U C) lassen sich als Spezialfiille dieser Rechenregeln
deuten.

/" Lésungen zu »Mengen«
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Aufgabe (1.21) (a) Es sei A = {{a,b}, c}. Bestim-
me die Potenzmenge PB(A).
(b) Es sei A = {a} eine einelementige Menge. Bestim-

me P(A), P(P(4)) sowie P (P(P(4))).

Aufgabe (1.22) (a) Zeige: Gilt A C B, dann auch
P(A) C B(B).

(b) Zeige: Ist X eine beliebige Menge, so gelten die
Gleichungen (PB(X) = 0 und JP(X) = X.

Aufgabe (1.23) Es sei 2 eine beliebige Familie von
Mengen. Beweise die folgenden Rechenregeln!

(a) & =P(2A)
(b) 2 € PUA)
(©) Maca BA) = B(Maea4)
(d) Ugea B(A) S PBUse A)
Wann gilt in (b) und (d) sogar Gleichheit?

Aufgabe (1.24) Es seien A/ BC X und C,D CY
Teilmengen fest vorgegebener Mengen X und Y. Beweise
die folgenden Identitéten!

(a) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C)

(b) (ANB)x (CND)=(AxC)N(B x D)

() (A\B)xC=(AxC)\(BxC)

Aufgabe (1.25) (a) Zeige, dafl A X B genau dann
leer ist, wenn A oder B leer ist. N

(b) Zeige, dal aus A C A und B C B die Bedingung
Ax BC Ax B folgt und da8 im Falle A # () und B # 0
auch die Umkehrung gilt.

Aufgabe (1.26) Es seien (A;);cs eine Familie von
Teilmengen einer gegebenen Menge X und (B;) e eine
Familie von Teilmengen einer gegebenen Menge Y. Bewei-
se die folgenden Gleichungen!

JarxUBn = U (AxB)

icl jeJ (6,5)€IXT
(NA) < ((B) = [] (AixB)
el jeJ (1,5)€IxJ

Verdeutliche diese Beziehungen anhand von Diagrammen!

Aufgabe (1.27) Ein geordnetes Paar (z,y) unter-
scheidet sich von der Menge {z,y} dadurch, da8 die Rei-
henfolge der beiden Elemente z und y ausgezeichnet ist.
Zeige, dafl man diese Unterscheidung rein mengentheo-
retisch auch dadurch erreichen kann, da§ man (z,y) als
die Menge {{z},{z,y}} definiert. Zeige, daBl diese Defini-
tion auf die folgende charakteristische Eigenschaft geord-
neter Paare fithrt: Genau dann gilt (a,b) = (¢, d), wenn
die Bedingungen a = ¢ und b = d gelten.
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A2: Klassen und Mengen

Aufgabe (2.1) (a) Es sei X eine beliebige nichtlee-
re Menge. Jedem Element z € X werde eine Teilmenge
M, C X zugeordnet. Es sei A := {z € X | z & M,}.
Zeige, dafl es kein Element a € X gibt mit A = M,.

(b) In einem Dorf rasiert der Barbier genau diejeni-
gen Einwohner, die sich nicht selbst rasieren. Rasiert sich
dann der Barbier selbst oder nicht?

Aufgabe (2.2) Felix Klein (1849-1925) war ein be-
deutender Mathematiker, der das mathematische Leben
an der Universitdt Gottingen mafigeblich bestimmte, im
Alter aber zunehmend Projekte betrieb, die eher admini-
strativen und didaktischen als genuin mathematischen
Charakters waren. Es kursierte daher (nach Constance
Reid, Hilbert, Springer-Verlag, 1970, S. 88/89) der folgen-
de Witz: In Géttingen gibt es zwei Arten von Mathemati-
kern. Die einen machen das, was sie wollen, und nicht das,
was Klein will; die andern machen das, was Klein will,
und nicht das, was sie wollen. Klein macht, was er will;
also ist er kein Mathematiker. — Stelle den Zusammen-
hang zwischen diesem Witz, dem Problem des Dorfbar-
biers in Aufgabe (2.1)(b) und der Russellschen Antinomie
(Nr. (2.1) im Buch) bzw. ihrer Auflssung (Nr. (2.2) im
Buch) her.

Aufgabe (2.3) Zeige, dal die Klasse K aller einele-
mentigen Mengen eine Unmenge ist. (Hinweis: Wire K
eine Menge, was wire dann die Potenzmenge B(K)?)

Aufgabe (2.4) Werden zwei Eigenschaften als gleich
aufgefait, wenn ein Objekt genau dann die erste Eigen-
schaft hat, wenn es auch die zweite Eigenschaft hat, so
bezeichnet man dies als extensionale Gleichheit. In die-
sem Sinne ist also die Eigenschaft eines Tieres, ein Ein-
horn zu sein, die gleiche wie die, ein Affe mit Fliigeln
zu sein. Dagegen kann man auch argumentieren, dafl
zwei Eigenschaften nur dann als gleich aufgefafit werden
sollen, wenn aus der Definition dieser Eigenschaften in
(denk)notwendiger (kontingenter) Weise folgt, da8 diese
Eigenschaften bei extensionaler Betrachtungsweise zusam-
menfallen miissen (und nicht schon dann, wenn sich die
extensionale Gleichheit sozusagen “zufillig” — akzidenti-
ell — herausstellen sollte). Diese zweite Auffassung von
Gleichheit nennt man intensionale Gleichheit. Finde
Beispiele, in denen die Unterscheidung zwischen extensio-
naler und intensionaler Gleichheit eine Rolle spielt!

Aufgabe (2.5) Die Betrachtung einer fiir gewisse
Objekte z sinnvoll formulierbaren Bedingung B(z) ist
dquivalent mit der Betrachtung der Klasse {z | = erfiillt
B(z)}. (Die Klasse ist also gewissermafien der Umfang des

durch die Bedingung definierten Begriffs.) Finde Beispie-
le aus dem Alltagsleben, in denen die Betrachtung der
Bedingung natiirlicher erscheint, und solche, in denen die
Betrachtung der zugehorigen Klasse natiirlicher erscheint!
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A3: Aussagenlogik

Aufgabe (3.1) Ein Sudoku ist ein Riitsel, bei dem 9
Symbole (zumeist die Ziffern 1 bis 9) so in die Felder eines
aus neun (3 x 3)-Quadraten zusammengesetztes (9 x 9)-
Quadrat einzutragen sind, daf} in jeder Spalte, in jeder
Zeile und in jedem der neun (3 x 3)-Quadrate jedes der
Symbole genau einmal vorkommt. Das Ldsen von Sudokus
ist eine wunderbare Ubung fiir logisches SchlieBen, weil
man stindig Uberlegungen in Form aussagenlogischer Im-
plikationen anstellen mufl. Ergénze die Eintrige in dem
folgenden Diagramm zu einem Sudoku und begriinde je-
den neuen Eintrag!

8 |1
4 |7 8
S| 6 2
9 7
1 S5,16 |9 3
2 5
7 19
2 1]6
4 | 8

Aufgabe (3.2) In einer Pressekonferenz #uflert sich
ein Fufiballtrainer folgendermaflen iiber die mogliche Auf-
stellung von fiinf Spielern A, B, C', D und E:

e Wenn A aufgestellt wird, dann auch B.
Wenn C' aufgestellt wird, dann auch D.
Wenn B aufgestellt wird, so wird F nicht aufgestellt.
Wird C aufgestellt, dann auch E.
Wird C nicht aufgestellt, dann auch D nicht.

e Wenn D aufgestellt wird, dann auch A und C.
Welche der fiinf Spieler werden aufgestellt?

Aufgabe (3.3) In einem Regal stehen vier Mathema-
tikbiicher, eines iiber Algebra, eines iiber Analysis, eines
iiber Geometrie und eines iiber Logik. Die Farben der
Biicher sind schwarz, weif3, braun und grau, und die fol-
genden Sachverhalte sind bekannt.

e Wenn das Algebrabuch nicht braun und das Analysis-
buch nicht schwarz ist, so ist das Geometriebuch weif3.
e Wenn das Logikbuch nicht grau ist und das Algebra-
buch nicht schwarz, dann ist das Analysisbuch weif3.

e Wenn das Geometriebuch nicht grau ist und das Lo-
gikbuch nicht braun, dann ist das Algebrabuch weif.
e Wenn weder das Geometriebuch noch das Logikbuch
schwarz ist, dann ist das Analysisbuch weif3.
Welches Buch hat welche Farbe?

Aufgabe (3.4) Adalbert sagt: “Bertram liigt.” Bert-
ram sagt: “Christoph liigt.” Christoph sagt: “Adalbert
und Bertram liigen.” — Wer liigt, und wer sagt die Wahr-
heit?

Aufgabe (3.5) Kommissar Unverzagt verhort vier
Tatverdachtige A, B, C' und D.

A sagt: “B war es.”

B sagt: “C war es.”

C sagt: “B hat gelogen.”

D sagt: “Ich war es nicht.”
Wer beging die Tat, wenn genau eine der obigen Aussagen
falsch ist? Wer beging die Tat, wenn genau eine der obigen
Aussagen wahr ist?

Aufgabe (3.6) Fiinf Tatverdichtige (unter ihnen der
Téter) geben die folgenden Aussagen ab.

A sagt: “D war es.”

B sagt: “Ich war es nicht.”

C sagt: “E war es nicht.”

D sagt: “Ich war es nicht.”

FE sagt: “B war es nicht.”
Genau drei dieser fiinf Aussagen sind wahr. Wer war es?

Aufgabe (3.7) In Boole City leben nur zwei Sor-
ten von Menschen: solche, die immer liigen, und solche,
die immer die Wahrheit sagen. Eines Tages befinden sich
zehn Einwohner von Boole City in einem Raum, und jeder
von ihnen sagt, daf die restlichen 9 allesamt Liigner seien.
Wie viele Liigner befinden sich in dem Raum?

Aufgabe (3.8) Ein Gefangener sitzt in einem Ge-
faingnis mit zwei Tiiren; eine fithrt in die Freiheit, die
andere zum Galgen. Eine Tiir wird von einem Wichter
bewacht, der immer liigt, die andere von einem Wiéchter,
der immer die Wahrheit sagt. Der Gefangene darf an einen
der Wéchter eine mit “ja” oder “nein” zu beantwortende
Frage richten und nach Erhalt der Antwort wéhlen, durch
welche der beiden Tiiren er seine Zelle verlassen will. Mit
welcher Frage kann der Gefangene dem Galgen entgehen?

Aufgabe (3.9) (a) Wir definieren die Aussage AVB
(“weder Anoch B”) als AAB. Zeige, da8 sich die Aussagen
A, ANB, AV B und A = B allesamt unter alleiniger
Benutzung des Operators V ausdriicken lassen!

(b) Wir definieren die Aussage A | B (“nicht sowohl
A als auch B”) als (A A B) V (A A B). Zeige, daB sich die
Aussagen A, AN B, AV B und A = B allesamt unter
alleiniger Benutzung des Operators | ausdriicken lassen!
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Bemerkung: Laut dieser Aufgabe gentiigt ein einzi-
ger Operator, um sidmtliche Verkniipfungen zweier (und
damit endlich vieler) Aussagen zu beschreiben. Fiir die
Informatik bedeutet dies, dafl ein einziges Schaltelement
geniigt, um beliebige Verkniipfungen von Aussagen rech-
nerméfig zu implementieren.

Aufgabe (3.10) Zeige, da8 sich jede Verkniipfung
zweier Aussagen allein mit Hilfe der Negation und der
Konjunktion ausdriicken 148t!

Aufgabe (3.11) Es seien A, B und C beliebige Aus-
sagen. Ersetze die folgenden Aussagen durch fquivalente,
aber einfachere Aussagen! Vergleiche mit den Aufgaben
(1.3) und (1.5).

a) AN (AV B)
b) AV (AAB)
(AVB) A (BVC)

Aufgabe (3.12) Es seien A, B,C beliebige Aussa-
gen. Beweise die folgenden Rechenregeln! Vergleiche mit
Aufgabe (1.9).

()ANAS A AVAS A

(2) ANB& BANA, AVB< BV A

3) (AANB)AC & AN(BAC),

(AVB)VC & AV (BV(C)

(4) AN(BVA) A, AV(BANA) S A
Die Regeln (1)-(4) nennt man der Reihe nach Idempo-
tenzgesetze, Kommutativgesetze, Assoziativgeset-
ze und Absorptionsgesetze; alle vier Regeln zusammen
nennt man Verbandsgesetze. Zeige ferner, daf} die bei-
den folgenden Distributivgesetze gelten:

AAN(BVC) & (AANB)V
AV (BAC) & (AVB)A

(ANC),
(AvO).

Aufgabe (3.13) Es sei (4;);cr eine Familie von Aus-
sagen. Beweise die nach Augustus de Morgan (1806-1871)
benannten Regeln von de Morgan:

Ve AT e VA

i€l i€l i€l i€l

Vergleiche mit Aufgabe (1.12)!

Aufgabe (3.14) Es seien (A;);cr und (B;);c; Familien
von Aussagen derart, daf} fiir jedes ¢ € I die Implikation
A; = B; wahr ist. Zeige, dafl dann auch die Implikationen
(/\ie] Ai) = (/\ie] B;) und (\/ieI Ai) = (\/iel B;) wahr
sind! Vergleiche mit Aufgabe (1.13).

Aufgabe (3.15) Es seien (A;)icr und (B;)jecs zwel
Familien von Aussagen. Beweise die folgenden Rechenre-

geln! Vergleiche mit Aufgabe (1.20).

@ (NA)A(AB) e N (4B
(b) (t/l AV (]_\E/J Bj) & (Z”Jl)e\/IXJ(Ai vV B;)
VAV Am) e A v
@ <\/ Ag) A (\/ By) & (Z"j_)\e/i“mi AB))
(V40 (A5 = VA )

(VA4) v (A B) e NV B))

il jeJ jed el

Aufgabe (3.16) Zeige, dafl es sich bei den folgen-
den Aussagen um Tautologien handelt! Vergleiche mit den
Aufgaben (1.6) und (1.7).

(a) (AvB e A) < (B=A)

(b) (ANB & A) < (A= B)

(©) (((AAB)VC) & (AN(BVQ))) & (C = A)

Aufgabe (3.17) Zeige, daf die folgenden Formeln
Tautologien sind! (Driicke sie jeweils in umgangssprach-
licher Form aus!)

(a) A < A (Gesetz der doppelten Verneinung)
(b) (A= A) = A (reductio ad absurdum)
(¢) A= (B = A) (Hinzufiigen einer Voraussetzung)
(d) (A= (A= B)) = (A= B)
(Weglassen einer Voraussetzung)
() (A= (B=0))= (B=(A=(C))
(Vertauschen der Voraussetzungen)
f)(B=0C)=(A=B)=(A=0())

(Elimination einer Aussage)

Aufgabe (3.18) Welche der folgenden Aussagen sind
Tautologien?
(a) AN(BVC)& (AANB)V
(b) (B=ANA)= B
(¢) (ANB=CAC) s (A= B)
(d) (AUB) & (A< B)
(e) (AUB) & (AAB)V
(f) A= (A= B)
(g) (A= B)= ((A= B) = B)
(bh) (B = A4) & (B # A)

Aufgabe (3.19) Zeige, dal die Implikation
(ANB) = (A= B)

(ANC)

(@A B))

(“cum hoc ergo propter hoc”, d.h., “mit diesem, also des-
wegen”) keine Tautologie (also nicht fiir alle Aussagen A
und B richtig) ist. Es ist also falsch, aus dem gleichzei-
tigen Auftreten zweier Merkmale (Korrelation) schon auf
einen Kausalzusammenhang zwischen diesen Merkmalen
zu schlieflen (auch wenn dies vielfach gemacht wird!).
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Aufgabe (3.20) Ist der folgende Satz wahr oder
falsch?

Dieser Satz ist falsch.

Aufgabe (3.21) Zeige, daB die drei folgenden schein-
baren Widerspriiche (Antinomien) daher riihren, daf§ nicht
zwischen gewohnlichen Aussagen und Aussagen iiber Aus-
sagen unterschieden wird, dafl also kein Bereich von Ob-
jekten festgelegt wurde, iiber die man (in einer gegebenen
Objektsprache) Aussagen machen kann, wihrend man ei-
ne Sprache hoherer Stufe (Metasprache) benétigt, in der
man iiber die Aussagen der Objektsprache sprechen kann.

(a) Antinomie des Epimenides (um 600 v. Chr.): Der
Kreter Epimenides behauptet: “Was ich jetzt sage, ist ge-
logen.” Sagt er damit die Wahrheit, oder liigt er? (Vgl.
dazu iibrigens den Brief des Paulus an Titus, Kapitel 1,
Vers 12.)

(b) Antinomie des Proklos (um 450 n.Chr.): Protago-
ras lehrt einen Schiiler die Rechte und vereinbart mit ihm,
daf dieser die Studiengebiihren nach Gewinn seines ersten
Prozesses zu entrichten habe. Da der Schiiler nach Ab-
schluf} seiner Studien keine Prozesse iibernimmt, verklagt
ihn Proklos. Muf} der Schiiler nach der Entscheidung iiber
diese Klage die Studiengebiihren bezahlen oder nicht?

(c) Antinomie von Grelling (1908): Ein Eigenschafts-
wort heifle autologisch, wenn es die Eigenschaft hat, die
es bezeichnet (“kurz”, “dreisilbig”, “deutsch”), andern-
falls heterologisch (“lang”, “zweisilbig”, “englisch”). Ist
das Adjektiv “heterologisch” heterologisch oder nicht?

Aufgabe (3.22) Ein Krokodil hat ein Kind entfiihrt
und sagt zum Vater des Kindes: “Ich werde Dir das Kind
genau dann zuriickgeben, wenn Du richtig rétst, ob ich
das Kind zuriickgeben werde.” Der Vater antwortet: “Du
wirst mir das Kind nicht zuriickgeben.” Was soll das Kro-
kodil tun?

Aufgabe (3.23) Bilde fiir jede der folgenden Aussa-
gen die Negation!

(a) Jeder Student kommt in jeder Vorlesung mindestens
einmal zu spit.

(b) Mindestens ein Student kommt in jeder Vorlesung je-
desmal zu spit.

(c) Alle Studenten kommen in allen Vorlesungen niemals
zZu spéat.

(d) Jeder Student kommt in mindestens einer Vorlesung
hochstens einmal zu spét.

(e) Hochstens ein Student kommt in mindestens einer
Vorlesung niemals zu spit.

(Wem die Aufgabe dadurch sympathischer wird, darf in

der Aufgabenstellung auch “Student” durch “Professor”

ersetzen.)

Aufgabe (3.24) (a) Zeige, daf die folgende Formel
eine Tautologie ist!

V A A@y = N\ 'V A@y)

zeX yeY yeY zeX

(b) Zeige, daBl man bei der Formel in (a) den Implika-
tionspfeil nicht durch einen Aquivalenzpfeil ersetzen darf.
(Nimm etwa X als die Menge der Ménner und Y als die
Menge der Frauen in einer Tanzgesellschaft und A(z,y)
als die Aussageform “z und y haben schon mindestens
einmal miteinander getanzt”.)

Aufgabe (3.25) Jeder Aussageform A auf einer
Menge X konnen wir die Menge M(A) derjenigen Ele-
mente € X zuordnen, fiir die die Aussage A(x) wahr
ist. (Man nennt M (A) die Erfiillungsmenge der Aussa-
geform A.) Beweise die folgenden Rechenregeln!

(a) M(=4) = X'\ M(A)

(b) M(AV B) = M(A)U M(B)

(¢) M(ANB)=M(A)N M(B)

Driicke auch die Mengen M(A U B), M(A = B) und
M(A < B) durch die Mengen M (A) und M (B) aus.

Aufgabe (3.26) Wir bezeichnen wie in der vorigen
Aufgabe mit M (A) C X die Erfiillungsmenge einer Aus-
sageform A auf einer Menge X.

(a) Zeige, daB A, .y A(z) gleichbedeutend ist mit
M(A) =X und \/, . x A(z) mit M(A) # 0.

(b) Driicke fiir jeden Junktor o € {A,V,=,<} die
Aussagen A,y (A(z) o B(z)) und V, oy (A(z) o B(z))
mit Hilfe der Mengen M (A) und M (B) aus.

Aufgabe (3.27) Driicke die folgenden Aussagen je-
weils durch eine der drei Bedingungen A C B, A O B und
A = B aus.

(a) Fiir jedes z € X ist die Aussage“r € A” notwendig

fiir die Aussage “x € B”.

(b) Fiir jedes € X ist die Aussage x € A hinreichend

fiir die Aussage “x € B”.

(c) Fiir jedes x € X sind die Aussagen “z € A” und

“r € B” dquivalent.

/" Lésungen zu »Aussagenlogik«



16

Aufgaben: Mengentheoretische Grundlagen

A4: Funktionen

Aufgabe (4.1) Es sei M die Menge, die aus den
Mathematikern Cauchy (1789-1857), Euler (1707-1783),
GauB (1777-1855), Hilbert (1862-1943), Jacobi (1804-
1851), Kronecker (1823-1891), Lagrange (1736-1813),
Newton (1642-1727) und Riemann (1826-1866) besteht,
und es sei J die Menge aller Jahreszahlen. Wir definieren
dann Abbildungen f: M — Jund g: M — J, indem wir
jedem Mathematiker x € M sein Geburtsjahr f(z) und
sein Todesjahr ¢g(z) zuordnen.

(a) Es sei A die Menge derjenigen Mathematiker
x € M, deren Lebenszeit nicht ins 19. Jahrhundert hin-
einreicht. Bestimme die Mengen f(A) und g(A)!

(b) Es sei B := {1800, 1801,...,1899} das 19. Jahr-
hundert. Bestimme die Mengen f~!(B) und g~*(B)!

Aufgabe (4.2) Wir betrachten wie in Nummer (4.4)
des Buches die Menge 3 aller Zeichenketten iiber einem
Alphabet 2 sowie die folgenden Funktionen zur Textver-
arbeitung.

(1) Die Abbildung f : 3 — 3 sei dadurch definiert, dafl
f(w) aus w € 3 dadurch entsteht, daf jede Hinterein-
anderfolge mehrerer Leerzeichen durch ein einzelnes
Leerzeichen ersetzt wird. (Die Funktion f eliminiert
also iiberfliissige Leerzeichen.)

(2) Sind w; # wy in 3 fest vorgegeben, so kénnen wir
die Abbildung fu, —w, : 3 — 3 dadurch definieren,
daB fiu,—w,(w) aus w € 3 dadurch hervorgeht, daf
wir, wo immer w; als Teilkette der Zeichenkette w
auftritt, diese durch wsy ersetzen. (Eine solche Abbil-
dung kann etwa benutzt werden, um in einem Form-
brief mit dem Text w den Adressatennamen von w;
auf wy zu dndern.)

(3) Wir kénnen f : 3 — 3 dadurch definieren, dafl
f(w) aus w € 3 dadurch hervorgeht, dafl immer
dann, wenn auf einen Punkt und ein Leerzeichen ein
Kleinbuchstabe folgt, dieser durch den entsprechen-
den GroBibuchstaben ersetzt wird. (Diese Funktion
korrigiert also fehlerhafte Kleinschreibung am Beginn
eines Satzes.)

(4) Die Funktion f : 3 — 3 sei dadurch definiert, dafl
fw) aus w € 3 durch Umkehrung der Reihenfolge
der auftretenden Zeichen entsteht; es gilt also bei-
spielsweise f(MATHEMATIK) = KITAMEHTAM.

Untersuche, welche dieser Abbildungen injektiv bzw. sur-

jektiv sind. Finde ferner die Fixpunkte dieser Funktionen.

(Dabei versteht man unter einem Fixpunkt einer Abbil-

dung f: X — X ein Element zg € X mit f(x¢) = zo.)

Aufgabe (4.3) Es sei f: A — B eine Abbildung.
(a) Zeige, dafB fiir jede Familie (B;);c von Teilmengen
von B die folgenden Regeln gelten:

A UB) =B, ) B) = () (B

iel icl iel el

(b) Zeige, daB fiir jede Familie (A;);c; von Teilmen-
gen von A die folgenden Regeln gelten:

FUA) =), F(NA) S FA).
icl iel iel iel

(c) Zeige anhand eines Beispiels, daf die letzte Inklu-
sion in (b) echt sein kann, d.h., daB nicht Gleichheit gel-
ten mufl. Zeige genauer, dafl genau dann f (ﬂle I Ai) =
Micr f(As) fiir alle Familien {4; | ¢ € I} C PB(A) gilt,
wenn f injektiv ist.

(d) Unter welcher Bedingung fiir f gilt f(ﬂie[ A;) =
;e f(As) fiir alle Familien {A; | ¢ € T} mit (,o; A; # 07

Aufgabe (4.4) Es sei f : X — Y eine Abbildung.

Beweise die folgenden Aussagen!

(a) Mit AC A in X gilt auch f(A)C f(A) in Y.

(b) Mit BC B in Y gilt auch f~*(B)C f~4(B) in X.

(c) Fiir alle BCY gilt f~Y(Y\ B) =X\ f~1(B).

(d) Genau dann gilt f(X\A) CY\ f(A) fir alle A C X,
wenn f injektiv ist.

(e) Genau dann gilt f(X\A) DY\ f(A) fiir alle A C X,
wenn f surjektiv ist.

Aufgabe (4.5) Es seien X und Y Mengen. Zeige,
daf} es genau dann eine injektive Abbildung f: X — Y
gibt, wenn es eine surjektive Abbildung g : Y — X gibt.

Aufgabe (4.6) Essei f: X — Y eine Abbildung.

(a) Zeige, dall A C ffl(f(A)) fiir jede Teilmenge
A C X gilt. Zeige, dal genau dann sogar A = f~—! (f(A))
fiir alle A C X gilt, wenn [ injektiv ist.

(b) Zeige, daB f(f~'(B)) C B fiir jede Teilmenge
B CY gilt. Zeige, daB genau dann sogar f(f~*(B)) = B
fiir alle B C Y gilt, wenn f surjektiv ist.

Aufgabe (4.7) Wir betrachten zwei Abbildungen
f:X —-Yund g : Y — Z. Beweise oder widerlege
die folgenden Aussagen!

(a) Sind f und g injektiv, dann auch go f.

(b) Sind f und g surjektiv, dann auch go f.

(c) Sind f und g bijektiv, dann auch g o f.

(d) Ist g o f injektiv, dann auch f und g.

(e) Ist g o f surjektiv, dann auch f und g.

(f) Ist g o f bijektiv, dann auch f und g.

Lassen sich die nicht zutreffenden Behauptungen so ab-
schwichen, dafi sie richtig werden?

Aufgabe (4.8) Esseien f: X =Y undg:Y — Z
zwei Abbildungen.

(a) Zeige, daB (go f)(A) = g(f(A)) fiir jede Teilmenge
A C X gilt.

(b) Zeige, daB (go f)~1(C) = f~1(g71(C)) fiir jede
Teilmenge C' C Z gilt.

(c) Zeige, daBl mit f und g auch g o f bijektiv ist und
daB in diesem Falle (go f)~! = f~log~! gilt.
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Aufgabe (4.9) Es seien A, B,C Mengen und h :
A — C eine Abbildung.

(a) Gegeben sei eine Abbildung f : A — B. Zeige, da$§
es genau dann eine Abbildung g : B — C mit h = go f
gibt, wenn aus f(a1) = f(az2) stets h(a1) = h(az) folgt.

(b) Gegeben sei eine Abbildung g : B — C. Zeige, daf}
es genau dann eine Abbildung f: A — B mit h =go f
gibt, wenn h(A) C ¢g(B) gilt.

B B
4
f g f/ g
h A h
A A o

Kommutative Abbildungsdiagramme.

Aufgabe (4.10) Zu jeder Abbildung f : X — Y
konnen wir die Abbildungen

P — B(Y) <. BEY) - P(X)
Fomal w0 T s
betrachten.

e Welche Zusammenhiinge bestehen zwischen der In-
jektivitdt, Surjektivitdt oder Bijektivitat von f mit
den entsprechenden Eigenschaften von f, bzw. f*?

e Welche Zusammenhénge bestehen zwischen der Ver-
kettung zweier Abbildungen f: X - Y undg:Y —
Z und den Verkettungen der Abbildungen f, und g,
bzw. f* und g*?

Aufgabe (4.11) Wir bezeichnen mit B4 die Menge
aller Abbildungen f : A — B. Da sich jede solche Abbil-
dung als Teilmenge von A x B auffassen laft, fassen wir
B# als Teilmenge von B(A x B) auf. Beweise die folgen-
den Aussagen!

(a) Ist A eine nichtleere Menge, so gilt 04 = (.

(b) Ist BA = (), so gilt B =, aber A # 0.

(c) Ist B eine beliebige Menge, so ist B? = {§}.

(d) Ist A = {a}, so ist B4 = {a} x B.

Aufgabe (4.12) Es seien X eine beliebige Menge
und Z = {u,v} eine beliebige zweielementige Menge. Zei-
ge: Definieren wir fiir A C X die Abbildung x4 : X — Z

durch
(2) = u, falls x € A,
XAW) = o, falls 7 ¢ A,

so wird durch A — x4 eine bijektive Abbildung x :
P(X) — ZX definiert.

Aufgabe (4.13) Es seien X eine Menge und z( €
X ein fest gewihltes Element von X. Wir definieren T :
PB(X) — P(X) durch

A\ A{=zo}, fallszge A4
T4 = {A U{zo}, falls o & A.

Zeige, daf3 T eine Bijektion ist!

Aufgabe (4.14) (a) Es sei M eine beliebige Men-
ge. Eine Abbildung ® : M — M heif}t involutiv, wenn
® o & = idys gilt. Zeige, dafl eine solche Abbildung auto-
matisch eine Bijektion ist.

(b) Finde moglichst viele verschiedene Beispiele fiir
involutive Abbildungen! (Eventuell auch unter Benutzung
von Schulstoff, der im Rahmen des Buches erst nach Ab-
schnitt 4 behandelt wird.)

(c) LaBt sich die Aussage von Teil (a) verallgemei-
nern?

Aufgabe (4.15) (a) Es sei M eine beliebige Menge.
Eine Abbildung ® : M — M heifit idempotent, wenn
® o ® = P gilt. Zeige, daf eine solche Abbildung entweder
die identische Abbildung ist oder aber nicht bijektiv sein
kann.

(b) Finde moglichst viele verschiedene Beispiele fiir
idempotente Abbildungen! (Eventuell auch unter Benut-
zung von Schulstoff, der im Rahmen des Buches erst nach
Abschnitt 4 behandelt wird.)

Aufgabe (4.16) Es sei {f; : A; — B; | i € I} ei-
ne Familie von Abbildungen zwischen nichtleeren Mengen,
indiziert durch eine Indexmenge I. Als kartesisches Pro-
dukt dieser Abbildungen bezeichnet man die Abbildung
[ =1ler fi : Tlicr Ai = Tlics B, die definiert ist durch

f((ai)ier) = (fi(ai))iel'

Beispielsweise ist das kartesische Produkt f; x fo zweier
Abbildungen f; : Ay — By und f5 : A5 — By die Abbil-
dung

A1><A2 —

. BlXBQ
fle2~ (a17a2) NN

(f1(ar), f2(az)),

und das kartesische Produkt f; X fo x f3 dreier Abbildun-
gen f1 : A1 — Bl, f2 : A2 — BQ und f3 : A3 — Bg ist die
Abbildung

Al X Ay x A3 — Bi1 x By x Bg
(a1,a2,a3)  —  (fi(ar), falaz), f3(az)).

(a) Zeige, daB [[,c; fi genau dann injektiv ist, wenn jede
einzelne der Abbildungen f; injektiv ist.

(b) Zeige, daB [],.; fi genau dann surjektiv ist, wenn jede
einzelne der Abbildungen f; surjektiv ist.

(c) Zeige, daB [],; fi genau dann bijektiv ist, wenn jede
einzelne der Abbildungen f; bijektiv ist. Wie lautet
in diesem Fall die Umkehrabbildung von [],c; fi?

fix fax fs:
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Aufgaben: Mengentheoretische Grundlagen

Aufgabe (4.17) Es sei X eine beliebige Menge. Wir
konnen die Komplementbildung als Abbildung

CBX) - B
AR Ay

auffassen. Ebenso kénnen wir die Vereinigungsbildung als
Abbildung

L BOO XBX) = BX)
" (A4, B) — AUB

und die Durchschnittsbildung als Abbildung

PO <P — B(X)
’ (4,B) — ANB

auffassen. Zeige, daff dann die Gleichungen

KoV = Do(K xK) und
KoD Vo(K x K)

gelten (wobei das kartesische Produkt K x K wie in der
vorhergehenden Aufgabe definiert ist).

Aufgabe (4.18) Wir betrachten eine beliebige nicht-
leere Menge X # (), die Menge F' aller Selbstabbildungen
f: X — X sowie die Menge § aller Abbildungen von X
nach F.

(a) Fiir jedes feste x € X definieren wir die Auswer-
tungsabbildung z : ' — X durch Z(f) := f(z). Wann ist
7 injektiv bzw. surjektiv?

(b) Die Evaluationsabbildung ev : X — § wird defi-
niert durch ev(z) := Z. Wann ist ev injektiv bzw. surjek-
tiv?

Aufgabe (4.19) Wir betrachten eine feste Abbil-
dung ¢ : X — Y und wollen die Verkettungen von g mit
Abbildungen f : A — X sowie Abbildungen f:Y — B
untersuchen. Wir schreiben allgemein F(M,N) fir die
Menge aller Abbildungen f : M — N zwischen zwei Men-
gen M und N. Wir setzen voraus, dal A, B, X,Y nicht
leer sind.

A—X%Y — B

(a) Ist f: A — X eine Abbildung in X hinein, so kénnen
wir die Linksverkniipfung Lg(f) := g o f betrach-
ten. Dies definiert eine Abbildung L, : F(A,X) —
F(A,Y). Wann ist Ly injektiv bzw. surjektiv?

(b) Ist f:Y — B eine Abbildung aus Y heraus, so kénnen
wir die Rechtsverkniipfung Ry (f) := f o g betrach-
ten. Dies definiert eine Abbildung R, : F(Y,B) —
F(X,B). Wann ist Ry injektiv bzw. surjektiv?

(¢) Nun betrachten wir speziell den Fall X =Y = A =
B. Wann sind die Abbildungen Ly, Ry : F(X,X) —
F(X, X) bijektiv?

Aufgabe (4.20) Es seien X eine nichtleere Menge
und F : X — {0,1}¥ eine beliebige Abbildung. Da die
Bilder von F’ selbst wieder Funktionen sind, schreiben wir
zwecks psychologischer Vereinfachung F), statt F(z). Zei-
ge, dafl es dann genau eine Abbildung f : X — {0, 1} gibt
mit f(x) # Fy(x) fiir alle z € X. Schliefe daraus, da§ F'
nicht surjektiv sein kann.

/" Lésungen zu »Funktionen«



5. Relationen

19

Ab5: Relationen

Aufgabe (5.1) Priife nach, welche der fiir Relationen
eingefithrten Eigenschaften jede der folgendermaflen defi-
nierten Relationen auf der jeweils angegebenen Menge A
besitzt. (Diese Aufgabe setzt einige Kenntnisse aus der
Schulmathematik voraus, die im systematischen Aufbau
des Buches erst spéter behandelt werden kénnen.)

(a) A = Menge der natiirlichen Zahlen,
a | b:& a ist ein Teiler von b
(b) A = Menge der natiirlichen Zahlen aufler der Zahl 1,
a ~ b:& a ist ein echter Teiler von b
(¢) A = Potenzmenge P(X) einer beliebigen Menge X,
A C B :& A ist Teilmenge von B
(d) A = Potenzmenge PB(X) einer Menge X mit genau
einem Element, A~ B:< ANB#(
(e) A = Potenzmenge PB(X) einer Menge X mit mehr als
einem Element, A~ B:< ANB#()
(f) A = Menge der natiirlichen Zahlen,
a < b:& a ist kleiner als oder gleich b
(g) A = Menge aller Geraden in einer festen Ebene,
g || h == g ist parallel zu h
(h) A = Menge aller Geraden in einer festen Ebene,
g~hisgNh#0
(i) A = Menge aller Geraden im Raum,
g ~ h & g ist windschief zu h
(j) A = Menge der ganzen Zahlen,
a=b:& a—Dist durch 7 teilbar
(k) A = Menge aller Pfeile im Raum,
a ~ b:& a und b haben gleiche Léange und Richtung
(1) A = Menge aller Dreiecke in einer Ebene,
D1 ~ D5 & Dy ist kongruent zu Do
(m) A = Menge aller Dreiecke in einer Ebene,
Dy ~ Dy & Dy ist dhnlich zu Do
(n) A =R = Menge der reellen Zahlen, r € R fest,
T~y < x —y ist ein ganzzahliges Vielfaches von r
(0) A = Menge aller reellen Intervalle [a,b] mit a < b,
I~JeICT
(p) A = Menge aller reellen Intervalle [a, b] mit a < b,
I~ INJ#0
(q) A = Menge aller reellen Intervalle [a, b] mit a < b,
I~J:szr<yfirallezxe lundy e J
(r) A = Menge aller Funktionen f : X — Y, zg € X fest,
f~g:e f(zo) = g(0)
(s) A = Menge aller Funktionen f: X — Y,
f~g:=esgibteinz e X mit f(z) = g(z)
(t) A = Menge aller Funktionen f: X — R,
f ~ g & die Funktion f — g ist konstant

Aufgabe (5.2) Zeige, daB} eine antisymmetrische Re-
lation automatisch auch antireflexiv und identitiv ist.

Aufgabe (5.3) Kann eine Relation gleichzeitig sym-
metrisch und identitiv sein?

Aufgabe (5.4) Gegeben seien eine Menge X und ei-
ne Funktion f : X — X. Wir definieren eine Relation
~ auf X durch z ~ y :& f(z) = y. Driicke die Bedin-
gungen, dafl ~ (anti)reflexiv, (anti)symmetrisch, transitiv
bzw. identitiv ist, durch moglichst einfache Bedingungen
fiir die Funktion f aus!

Aufgabe (5.5) Es seien M eine nichtleere Menge
von Personen und X die Menge aller Vornamen der Per-
sonen in M. Wir definieren eine Relation ~ auf X da-
durch, dal z; ~ x5 genau dann gilt, wenn es eine Person
in M gibt, die sowohl den Vornamen x; als auch den Vor-
namen o trigt. Untersuche, ob (eventuell in Abhingig-
keit von der Menge M) diese Relation (anti)reflexiv, (an-
ti)symmetrisch, transitiv oder reflexiv ist.

Aufgabe (5.6) Es sei R eine Relation auf einer Men-
ge X, und es sei I die Identitdtsrelation auf X mit z/y <
x = y, mengentheoretisch also I = {(z,z) | * € X}. Be-
weise die folgenden Aussagen!

(a) Es gilt RI =IR = R.

(b) Rreflexive I CR

(¢) R antireflexiv< INR =0

(d) R symmetrisch & R"!C R< RC R™1
(e) R antisymmetrisch & R™1N R =)

(f) Ridentitive RTITNRCT

(g) R transitiv < RRC R

Aufgabe (5.7) Auf der Menge aller Menschen be-
trachten wir die folgenden Relationen:

(1) “ist Mutter von”;
2) “ist Vater von”;

) “ist Elternteil von”;

ist Tochter von”;
[1%4 t T ht 7
) “ist Sohn von”;
) “ist Kind von”;

ist Schwester von”;
1134 t S h t ”

ist Bruder von”;
14 t B d ”

ist Bruder oder Schwester von”;
‘ist Bruder oder Schwest "
(10) “ist Ehefrau von”;

ist Ehemann von”;

11) “ist Eh
(12) “ist verheiratet mit”.

3

(
(
(
(
(
(
(

3

3
4
5
6
7
8
9

Stelle jede der folgenden Relationen als Relationenpro-
dukt je zweier der Relationen (1) bis (12) dar:

(a) “ist Schwiegermutter von”;
(b) “ist Schwiegervater von”;
(¢c) “ist Tante von”;

(d) “ist Onkel von”;

(e) “ist GroBmutter von”;

(f) “ist Grofivater von”;

(g) “ist Schwigerin von”;

(h) “ist Schwager von”;

(i) “ist Enkeltochter von”;
(j) “ist Enkelsohn von”;

(k) “ist Enkelkind von”.
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Aufgaben: Grundlegende Strukturen

Aufgabe (5.8) Betrachte die Relationen Ry, ..., Ri2,
die in der vorigen Aufgabe in den Nummern (1) bis (12)
angegeben wurden. Bestimme fiir 1 <4 < 12 die Relatio-
nen Sl = Rz o Rz'

Aufgabe (5.9) Wir betrachten Mengen A, B,C, D
sowie Relationen R, R; von A nach B, eine Relation S von
B nach C sowie eine Relation T von C' nach D. Beweise
die folgenden Aussagen!

(a) (RF)'=R

b) (SoR)"'=R 105!
©) (Ba\Rp) ) = By'\ By !
= mlEI R_
e) (UzEIR )7 = User R
fYTo(SoR)=(ToS)oR

Aufgabe (5.10) Zeige: Sind R, R2 Relationen von
X nach Y sowie S, S2 Relationen von Y nach Z mit Ry C
Ry und S; C So, so gilt S;0 Ry € S50 Rs.

Aufgabe (5.11) Es seien X,Y,Z Mengen, R eine
Relation von X nach Y sowie S, S Relationen von Y
nach Z. Beweise die folgenden Aussagen!

(a) (S1US3)oR=(S10R)U(S20R)
(b) (SlﬂSQ)ORg(SloR)ﬁ(SQOR)
(c) (S2\ S1)oR2 (S20R)\ (S10R)

Zeige anhand von Beispielen, daf in (b) und (c) nicht
Gleichheit gelten muf!

Aufgabe (5.12) Es seien R eine Relation von A nach
A’ und S eine Relation von B nach B’. Als direktes Re-
lationenprodukt von R und S bezeichnet man die Re-
lation R x S von A x A’ nach B x B’ derart, daf3 genau
dann (a,a’) in Relation zu (b,b") steht,wenn sowohl a in
Relation R zu @’ als auch b in Relation S zu b'steht. (Bei-
spiel: R bedeute “grofler als”, S bedeute “schwerer als”;
genau dann gilt dann (a,b) R x S (a’,b'), wenn a groBer
ist als @’ und b schwerer als . Wir nehmen nun A = A’
und B = B’ an, betrachten also nur Relationen jeweils auf
einer gegebenen Menge. Beweise oder widerlege dann die
folgenden Aussagen!

(a) Mit R und S ist auch R x S reflexiv.

f) Mit R und S ist auch R x S identitiv.

Gilt jeweils auch die umgekehrte Implikation, folgt also
aus der Tatsache, dal R x S die jeweils betrachtete Eigen-
schaft hat, schon zwangslaufig, dal R und S beide diese
Eigenschaft haben miissen?

Aufgabe (5.13) In der vorigen Aufgabe wurde das
direkte Produkt zweier Relationen definiert. Wie wiirde
man das direkte Produkt einer beliebigen Familie von Re-
lationen definieren?

Aufgabe (5.14) Es sei R eine Relation auf einer
Menge X, und es sei I die Identitdtsrelation auf X, die
durch (zly & x = y) definiert ist.

(a) Die Potenzen von R sind definiert durch R! := R,
R? := RoR, R® :== RoRoR, und so weiter. Die transitive
Hiille von R ist die Vereinigung all dieser Potenzen von
R. Deute die Elemente von X als Orte und die Elemente
von R als Direktverbindungen zwischen diesen Orten. Gib
die transitive Hiille dieser Relation an!

(b) Die reflexive Hiille von R ist definiert als T UR.
Ist die transitive Hiille der reflexiven Hiille von R das Glei-
che wie die reflexive Hiille der transitiven Hiille von R?

(¢)Essei X ={1,2,3} und R = {(1,2),(2,2),(2,3)}.
Wie lauten die reflexive und die transitive Hiille von R?

Aufgabe (5.15) Gegeben sei eine Menge X. Wir be-
trachten die Menge R aller Relationen auf X, die Menge
€ der Eigenschaften Reflexivitdt, Antireflexivitdt, Sym-
metrie, Antisymmetrie, Transitivitit und Identitivitit von
Elementen von R sowie die Menge U der Operationen U,
N, \ und o zwischen Elementen von M. Uberpriife fiir al-
le E € € und alle x € U die Giiltigkeit der folgenden
Behauptungen! (Jeweils Beweis oder Gegenbeispiel.)

(a) Hat R € R die Eigenschaft F, dann auch R™!.
(b) Haben R € %R und S € R die Eigenschaft E, so hat
auch S x R die Eigenschaft E.

Aufgabe (5.16) Fiir zwei Relationen R und S auf ei-
ner Menge X schreiben wir fiir die Zwecke dieser Aufgabe
R®S := RUS und RG®S := SoR. Ferner definieren wir die
Nullrelation 0 als die Relation, beziiglich der keine zwei
Elemente von x in Relation stehen, sowie die Gleichheits-
relation 1, beziiglich der zwei Elemente z,y € X genau
dann in Relation stehen, wenn sie gleich sind. Beweise die
folgenden Rechenregeln!

(a) R&S=SOR

(b)) Re(SeT)=(ReS)aT
(c) R®#0=R
dRoOBGOT)=(RoS)eT

() Ro1=10R=R
() RO0=00R=0
(&) (RoS)oT=[RoT)®(S6T)
W) RO (SaT)=(ROS)® (RO T)
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